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基于支持向量机分类问题的勒让德核函数 
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摘 要 基于勒让德正交多项式，提出了一类新的核函数——勒让德核函数。在双螺旋集和标准UCI数据集上的实 

验表明，在鲁棒性与泛化性能方面，该核函数比常用的核函数(多项式核、高斯径向基核等)具有更好的表现，而且其参 

数仅在 自然数中取值，能大大缩短参数优化时间。 
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Abstract This paper presented a new set of kernel function-Legendre kernel function based on Legendre polynomia1． 

The performance and robustness of the presented kernel were investigated on bi-spiral benchmark data set as well as 

five data sets from the UCI benchmark repository．The experiment results demonstrate that the presented kernel has 

competitive robust and  generalization performance compared with commonly used kernel functions(polynomial kernel 

and Radia1 Basis Function etc．)．Moreover，the Legendre kernel has one parameter which is only chosen from natural 

number，thus parameter optimization is facilitated greatly． 
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1 引言 

支持向量机由于其优良的泛化性能和强大的模拟非线性 

关系的能力，近年来在分类和回归等问题中得到了广泛的应 

用l1 ]。然而，模拟非线性关系的好坏，主要取决于所选择的 

核函数。一个好的核函数能将非线性的分类(回归)问题映射 

成线性的分类(回归)问题。然而，可选择的核函数有很多，由 

于给定数据的分布通常是未知的，因此事先很难从众多的核 

函数中选择出一个合适的。即使选择 了核函数 ，优化核函数 

中的参数也是一件非常困难的事情。例如最常用的高斯核含 

有一个参数，虽然现在已有多种优化其参数的方法l5 ]，但寻 

求最优的参数仍需花费大量的时间。UKF核[8]虽然有 良好 

的泛化性能，但它含有两个参数，要优化这两个参数需要花费 

更多的时间。为了解决上述问题，基于勒让德正交多项式，提 

出了勒让德核函数。该核函数最大的优点就是其参数仅在自 

然数上取值 ，参数优化时间大大缩短。在双螺旋集和标准的 

UCI数据集上的实验进一步表明，在泛化性能、鲁棒性方面， 

该核比常用的核有更好的表现。 

2 支持向量机简介 

支持向量机 (Support Vector Machine)是一种新型的机 

器学习方法。对于二值分类问题，算法如下： 

设已知训练集 T {( ，Y )，⋯，(虢，Yf)}，其中 X E ， 

Y／∈{一1，+1}。对于非线性可分的分类问题，引入从 到 

高维特征空间H 的映射 ，构造优化问题 ： 

min÷ ll ll +c∑e 

S．t．yi((∞， (麓)>+6)≥1—8， =1，⋯ ，Z 

毫≥0， 一1，⋯，Z 

其对偶问题是 

÷高盎 ，xj)min yjaiasK(m - E 专蚤蚤 ， 
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S．t．∑∞a{一0 

0≤ ≤ C， 一1，⋯ ，l 

其中K(鼍，xj)为对应于映射 的核函数： 

K(鼍，xj)一( (鼍)， (蜀)) 

其中(，)为向量的内积。通过求解上述对偶问题，得最优解 

口 一(a ，a ，⋯，a ) ，选取 口 的一个正分量 O< <C，计 

算阈值 ： 

b 一 一 K(蕾， ) 

最后构造决策函数： 

-厂( )一sgn(∑ Y K( ， )+6 ) 

最常见的核函数有： 

(a)高斯径向基核 ：K( ，z)一e 

(b)多项式核 ：K(x，z)=(( ，z)+1)” 

(c)指数核 ：K( ，z)一e 

3 勒让德核函数的构建 

3．1 勒让德多项式简介 。] 

勒让德(Legendre)多项式是在区间[一l，1]上权函数为 

常值 1的正交多项式，满足正交关系 ： 

r+l 
r0' m≠ 

J'iLm(x)L．(x)dx=1 2n 1， m一 I ， ⋯ “ 

并有递推关系： 

L0(z)一1，L1(z)一-z 

( + 1)L +1(z)一(2n+1)xL (z)--nL 一1( ) 

3．2 勒让德核函数的建立 

为了构建勒让德核函数 ，把上述勒让德多项式推广成向 

量形式的广义勒让德多项式： 

L0( )一1，L1( )一 ，( +1)L升1( )一 (2n+1)也  ( ) 

一nL 一1( ) (1) 

式中，口 ( )表示H ( )的转置， 是行向量。如果 是奇数， 

则L ( )是一个行向量，否则 ( )就是实数。根据广义勒让 

德多项式，定义 阶勒让德核函数为 

n 一【I 一： 2 

K(x，z)一∑Li(x)L7(z)e (2) 

式中，d表示向量X的维数。下面证明式(2)定义的函数是核 

函数。 

Mercer定理[ ] 令 x是 R 上的紧集，K(x，z)是 X×X 

上的连续实值对称函数，如果对任意可积函数 _厂( )，都有 

ll K(x，z)f(x)f(z)dxdz~O，那么函数K(x，z)就一定是核 

函数。先证明∑L( )LT(z)是核函数。因为 

JIJ默 ) (z)厂( )厂㈤出dz 
一  

x
L )L 厂( )厂(z)dxdz 

一 ∑(j L )_厂( )出)(j xL (z)，(z)出) 

一 ∑(I L ( )，( )出)。≥0 

由 Mercer定理可知，∑Li( ) (z)是核函数。再由核函 

数的基本性质[1。 知，e== 是核函数，所以K( ，z)一 L2 

— — II— II 2 

( )LT(z)e—— 一是核函数。 

表 1列出了从 0阶到 4阶的勒让德核函数。 

表 1 0阶到 4阶的勒让德核函数 

核函数K(x，z) 

I 

(1+c)L 

(1．25+c+2．25ab—O．75a—O．75b)I 

(1_25+c+2．25ab--O．75a—O．75b+ 

6．25abc--3．75rdc一3．75bc+2．25c)I 

r1．25+c+2．25ab—O．75a—O．75b+ 

6．25abc一3．75ac一3．75bc+2．25c+ 

(1225a2b2—1050a2b+105a2—1050abz+ 

900ab--90a+105b2—90b+9)／64_I 

=j【 

其中，口一( ， >，6=(之，z>，c一( ，z>，L=e 。 

图1一图3分别显示了0阶到 4阶的勒让德核函数 K(x， 

z)在 xE[一4，4]，z：--0．4，0，0．4对应的图形。 

图1 0阶到 4阶的勒让德核函数 图2 0阶到 4阶的勒让德核函 

K(x，一O．4)对应的图形 数 K(x，O)对应的图形 

图 3 0阶到 4阶的勒让德核函数 K(x，0．4)对应的图形 

由上述图形可以看出，0阶到4阶的勒让德核函数K(x，O) 

关于竖轴是对称的，其他的情形非对称。 

4 实验结果与分析 

为了将勒让德核与常用的核函数(线性核、多项式核和高 

斯核等)在泛化性与鲁棒性方面做进一步的比较，在双螺旋集 

和标准数据库 UCI中的 5个数据集上分别做分类实验。以 

下实验中，支持向量机的参数 C取值为 100。 

4．1 在双螺旋集上的分类对比 

作为典型的线性不可分问题，双螺旋线问题一直是模式 

识别领域公认的一个相当有难度的问题 ，是检验模式识别问 

题的试金石。试验中我们对有噪声与无噪声的双螺旋集分别 

进行了试验。 

由于多项式核不能将双螺旋集正确分类，因此在实验中 

选择了高斯核、指数核与勒让德核做对 比实验。表 2列出了 

实验核函数参数的取值。表 3和表 4显示了能将双螺旋集正 
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确分类的核函数相对应的间隔和支持向量个数，其中RBF与 

ERBF所对应的是最大的间隔与相应的支持向量个数。 

表 2 试验中所用的核函数及参数的取值 

表 3 在无噪声条件下几种核对应的间隔、支持向量个数的比较 

表 4 在有噪声条件下几种核对应的间隔、支持向量个数的比较 

在无噪声条件下，由表 3可以看出，当 一1时，勒让德核 

函数的最大间隔大约为RBF核和ERBF核的4倍；当n一2 

时，勒让德核函数的最大间隔大约为 RBF核和 ERBF核的22 

倍；当 一3时，勒让德核函数的最大间隔大约为 RBF核和 

唧 核的72倍，而支持向量的个数仅为 8个，占总个数的 

4．2％。在有噪声条件下，当 一1时，勒让德核函数的最大间 

隔大约为 RBF核和 ERBF核的 3倍 ；当n=2时，勒让德核函 

数的最大间隔大约为 RBF核和 ERBF核的 18倍；当 =3 

时，勒让德核函数的最大间隔大约为RBF核和ERBF核的58 

倍，而支持向量的个数仅为 18个，占总个数的9．4X。 

图 4与图 5分别给出了二阶 Legendre核将无噪声双螺 

旋集和有噪声双螺旋集正确分类的情形。 

一 一  
图 4 二 阶 Legendre核将无噪 图 5 二阶 Legendre核将有噪 

声双螺旋集的正确分类 声双螺旋集的正确分类 

4．2 在标准 UCI数据集上的分类对比 

实验中，我们在标准的UCI数据集上做分类对比试验， 

用到的数据集如表 5所列。将勒让德核与最常用的高斯核 

(RBF)和多项式核(P0LY)做实验对比，勒让德核与高斯核 

的参数取值如表 2所列，多项式核参数 n取值从自然数 1到 

10。为了缩短计算时间，banana、splice与 waveform 3个数据 

集从训练集中随机选择了 200个作为训练集，从测试集中随 

机选择了 100个作为测试集。实验结果如表 6所列。 

由表6可以看出，勒让德核比常用的高斯核和多项式核 

具有更好的表现，但勒让德核仅取了参数值为0到4的自然 

数。 
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表 5 试验中用到的UCI数据集 

表 6 在标准 UCI数据集上分类的最大精度及对应参数 

结束语 本文基于勒让德多项式 ，建立 r向量形式的勒 

让德多项式，并由此提出了勒让德核函数，在双螺旋集及 UCI 

数据集上与常用的核函数(多项式核、高斯径向基核，指数核) 

做了分类实验对比。实验表明，在能将有噪声与无噪声的双 

螺旋集正确分类的前提下，勒让德核具有最大间隔和最小支 

持向量个数。在 UCI数据集上的实验表明，勒让德核比常用 

的核具有更好的表现。除了上述特点之外，勒让德核最大的 

优势还在于其参数仅在 自然数上取值，这就会大大缩短优化 

时间。以上仅仅是在双螺旋集与部分 UCI数据集上所做的 

分类实验 ，至于在其他分类问题或在回归及相关应用问题上 

的表现如何，还有待于进一步研究。 
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