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线性可分结构 系对二进神经元的覆盖问题 

杨 娟 陆 阳 黄镇谨 

(合肥工业大学计算机与信息学院 合肥 230009) 

摘 要 二进神经网络中每个二进神经元等价于一个线性可分函数，但每个二进神经元所表达的线性可分函数的逻 

辑意义仍不完全清楚。对此，首先分析了已有的几种线性可分结构系；其次，讨论了其是否覆盖了所有的二进神经元； 

最后，指出阈值在某些范围内二进神经元所对应的线性可分函数的逻辑意义仍不清楚，这为进一步完善二进神经元的 

覆盖问题指明了方向。 
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Abstract In binary neural networks，every neuron is equivalent tO a linear separable function，however，the logica1 

meaning of every linear separable function which is expressed by the binary neuron is still not clear,This paper firstly 

analysed the known linear separable structures。then discussed whether these known structures cover the whole binary 

neurons．finally pointed out when the threshold value is in some range。the 1ogical meaning of the linear separable{unc— 

tion is still unclear．This result provides the way of the cover problem of binary neurons． 
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1 概述 

二进神经网络是使用硬限幅函数作为激发函数的三层前 

向神经网络。只要网络 中隐层具有足够的神经元，二进神经 

网络就可以实现任意给定的布尔函数_1 ]，而实现任意给定的 

一 个布尔函数所使用的二进神经网络结构的最小规模仍不能 

确定『5 ]。问题的关键在于布尔函数随着维数的增加，其个数 

以级数方式增加，如 9维的布尔函数，共有 2 ≈2 ≈1_34078 

×1O 个，如此巨大的数量比宇宙的年龄都要大__8]。 

布尔函数从本质上可分为线性可分函数与非线性可分函 

数。线性可分函数仅 占整个布尔函数的一小部分，对于较小 

的维数 ≤9时，文献[9]通过枚举法给出了线性可分函数的 

个数。该类函数可用一个二进神经元来表达，每个二进神经 

元等价于一个线性可分函数，但二进神经元的表达形式以分 

类超平面来描述，使得函数的信息融合在超平面的权值及阈 

值中，从机器学习的角度考虑，其并不能反映出函数的本质， 

缺乏透明性，在应用上受到限制，故需在二进神经元和线性可 

分函数之间建立联系的充要条件。研究表明，某些线性可分 

函数具有相似的逻辑结构和知识内涵，组成一类线性可分结 

构系。另外，非线性可分函数 占了布尔函数的绝大部分_1 ， 

通常实现该类函数是将其分解为一些线性可分函数之间的逻 

辑运算[II,IZ]。一般来讲，二进神经网络中隐层神经元的个数 

和所分解的线性可分函数的个数是相同的，故寻找最短的非 

线性可分函数的分解方法是优化网络结构的关键问题[i3-i5]。 

如果二进神经网络中的每个神经元都对应于某种线性可分结 

构，则可以将任一非线性可分函数有目标地划分为某几种线 

性可分结构之间的逻辑运算。故研究线性可分结构系对二进 

神经元的覆盖问题及网络结构的优化都有着重要意义。 

本文旨在对目前已经存在的各种线性可分结构系进行全 

面的分析，并讨论已知的线性可分结构系与二进神经元的覆 

盖问题之间的关系，以期为进一步提出线性可分结构系及解 

决二进神经元的覆盖问题提供借鉴。 

2 已知的线性可分结构系 

B2表示 {0，1>二元域，F是 B2一Bz的任意映射 ，称 F为 

元布尔函数， 构成了 维布尔函数样本空间。对于所有 

X一( l，勘，⋯，Xn)∈B2，以 F(z1，z2，⋯，z )表示 F在 X处 

的取值，简记为 F(X)，称 x为B 中的样本，F(X)为样本值， 

F(X)∈B2。 

根据布尔空间线性可分的概念，设 F(x ，Xz，⋯，z )是定 

义于<o，1)的线性可分布尔函数，∑WiX 一 =O是 F的分类 
l— l 

超平面，则 F(x1，z2，⋯，z )=1时，∑wlx 一 ≥O；F(xl，乜， 
￡一 l 

⋯ ，Xn)=O时，∑wix 一 <0。对于如下结构的二进神经元 
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。一u( 五 )，u(z)一』 ， z≥。 
i=i 【0。 x< O 

则称二进神经元 0表达线性可分函数F(x ，z ，⋯，Xn)，记 O 

为O(X，W， )，其中 X一(z1，x2，⋯，z )，W一( 1，毗 ，⋯， 

)。 

首先介绍几类超立方体 、汉明球、汉明球突、SP函数等线 

性可分结构系。研究表明该类结构都是线性可分结构，并且 

这些线性可分结构系都具有明确的逻辑意义。 

定义 1 在二进神经网络中，设 五的权值为w：，定义 

f．Ti， wi> O 

-z 一 c— 
lz ， < O 

定义 2 集合 G一{e1。e2，⋯， } 

①ccG 一 蓦 

② As(G)一I』蚤 G≠声 
l0， G一 

③ G，C(G[ )一m 

④ ] G，c( ])=m，对于 V G[蝴，AS( ])≤AS 

( ]) 

⑤ G ] G，c(G )一m，对于 V G[ ]，AS(G )≥AS 

(G[稠) 

定义 3 B!空间中，函数 F(x)一．z  ̂ ^⋯ 八z ， 

m≤ ，则由F (1)构成的空间结构称为正超立方体结构；所 

有正超立方体组成的集合称为正超立方体系。 

定义 4 空间中，函数 F(x)一  ̂ ^⋯  ̂  ̂

( V V⋯VXt h)，z+ ≤ ，h=／=O，则由F (1)构成的空 

间结构称为凹超立方体结构；所有凹超立方体组成的集合称 

为凹超立方体系。 

定义 5 B2空间中，函数 F(x)一Xs 1 V V⋯V V 

( ^z之^⋯  ̂h)，z+ ≤ ，hve0，则由F-1(1)构成的空 

间结构称为凸超立方体结构；所有凸超立方体组成的集合称 

为凸超立方体系。 

定义 6 在 B2中，对于样本 Xc一(西 ，西，⋯，X，c )，如果存 

在集合 L，( )一{X一( ，x2，⋯，Xn)∈F- (1)IdH( ，X)≤ 

d}，使得 u( )一F (1)，U( )一F (O)，其中d是位于区间 

[O， ]中的整数，则称 U(d)为以 为中心、d为半径的汉明 

球，d (Xc，X)为 与X之间的汉明距离。 

定义7 在 中，对于样本 一(西，西，⋯， )，如果存 

在集合 【，( )={X=( ，zz，⋯， )∈r (1)l d ( ，X)≤ 

d}，及 K(d+1)：{X：(xl， ，⋯， )∈F- (1)l ( ，X)： 

d+1)，使得 U( )UK(d+1)一F- (1)，U( )UK( +1)一 

F-- (O)，其中 d是位于区间[0， ]中的整数，C(K( +1))一 

m，则称 M(d，仇)=U( )UK(d+1)为以 为中心、d为半 

径的 阶汉明球突，K(d+1)为突点集。 

定义 8 在 B2中，如果布尔函数 F(x ， z，⋯，Xn)能够 

表达为如下形式：F( 1， 2，⋯，Xn)：z 0(z 0(⋯0(X2--1 

OX, )⋯))，其中算子O是逻辑与^或者是逻辑或V，则称布 

尔函数 F(x1， ，⋯，z )为 SP函数。 

根据定义 8可知，定义 3至定义 5中的各类超立方体即 

为特殊的 SP函数。 
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下面介绍上述几类线性可分结构系的判别定理。 

3 线性可分结构系的判别方法 

以下几个判别定理，均是建立在如下类型的神经元 S 

(X，W， 上 ： 

S—U(∑wi3c，--0) 

u(z)一』 ， z≥0 
I一 1． x<0 

X一(xl，z2，⋯ ，z )，x ∈{一1，1}， 一1，2，⋯ ， 

定理 。] 若二进神经网络中节点 s的结构为S(x，w， 

，则 S(X，W， )表达逻辑关系 S—z 人z ^⋯^z 的充 

要条件是 

< (1) 

式中，01一As(w )一2AS(W~])，02一As(w )。 

定理 2l1 若二进神经网络中节点 S的结构为S(X，W， 

，则 S(X，W， 表达逻辑关系 S—Xl"Vz V⋯ Vz 的充 

要条件是 

< ≤ (2) 

式中，01一一AS(W )， 一一AS(w )+2AS(wh_)。 

定理3E 若二进神经网络中节点S的结构为S(x，W， 

)，w一 U ， n 一 ， 一{(21，a2，⋯，“ }， 一 

{6 ，6z，⋯， }，sci是通过权值 a 与节点 S相联的输入， 是 

通过权值b 与节点s相联的输人，则S(X，W， )表达逻辑关 

系 S—z Az ^⋯  ̂ ^( V V⋯V )的充要条件 

是 

< ≤ (3) 

式中， 一As( )+As(w )--2min(AS(Wy)，As(w 1]))， 

一 As(Wx)一AS( )+2As(w 1])。 

定理4[“ 若二进神经网络中节点s的结构为S(X，W， 

)，w= U ， n 一 ， ={al，a2，⋯，‰}， 一 

{6 ，6z，⋯， }，xi是通过权值 n 与节点 S相联 的输入，∞ 是 

通过权值bJ与节点S相联的输入，则 S(X，w， )表达逻辑关 

系 S一( ẑ ^⋯ x̂2)V V V⋯ V 的充要条件 

是 

< (4) 

式中， 一AS( )一AS(W )--2AS(WL[1])， 一一AS(W ) 
一

As(V )+2rain(AS( )，As(wL[1]))。 

定理5[” 若二进神经网络中节点 S的结构为S(X，W， 

)，d是位于区间[O， )之间的整数，则 S(X，W， )表达汉明 

球u( )的充要条件是 

01< ≤ (5) 

式中，01一As(w)一2As(wb+1])， 一As(w)一2As(wHd')， 

并且该汉明球的中心是 Xc=(西， ，⋯，z )，西 满足 

f1， wi> 0 

瑶 1—1， <o 
定理6_1。 若二进神经网络中节点s的结构为S(x，W， 

，d是位于区间[O， )之间的整数，则 s(X，w， )表达线性 

可分的汉明球突M(d，忌)的充要条件是 

01<毋≤ (6) 

式中， =AS(W)一2AS(w佟+1])， 一AS(w)一2AS 

(w )，且 ≤AS(W)一2AS(WSn)， >AS(w)一2AS 



(w 2])，并且该汉明球突的中心是 一(西 ，西 ，⋯，西)，西 

满足 

f1， > 0 
Z  ( 

1— 1， < O 

定理 7c” 若 F(X)是线性可分函数，∑wix：一 一0是 

F(x)在 中的分类超平面，则一定存在 01和 ，满足 < 

。 

定理 8 定理 7中的 即为当函数 F(X)<O时∑wix 

的最大值； 即为当函数 F(X)≥0时∑砌z 的最小值，即 

-~nlax{∑ z fF(X)<O，X一( 1， 2，⋯，X．n)} 

一n1in{∑WiX IF(X)≥O，X一(zl， 2，⋯，Xn)} 

证明：F(X)是线性可分函数，则分类超平面∑ 工i 8— 

0，且 <毋≤ ，当F(x)≥o时，对于任意使得F(x)≥0的x 

都有∑ 一 ≥∑ z --&≥O，故 ≤n血∑ z ；当F( < 

0时，对于任意使得F(x)<0的x都有∑wix 一 <∑ z 一 

<0，故 ≥max∑wix 。 

定理 7及定理 8指出了线性可分结构系的共性，为提出 

新的线性可分结构系及其判别方法提供了研究方法。 

对于定理 1至定理 6，其中所涉及到的样本 x一( ，zz， 

⋯，z )峨 ∈{一1，1}， 一1，2，⋯， ，采用类似文献E18]推论 1 

的证明过程或利用定理 8，同样可得到对于如下神经元的O 

(X，W ， )： 

0=U(∑wisef-o) 

u(z)：』 ， z≥o 
Io， z< o 

xi∈{o，1}， 一1，2，⋯ ， 。 

下面给出超立方体、汉明球的判别方法。 

推论 1 若二进神经网络中节点 O的结构为 O(X，w， 

，则 O(X，W， )表达逻辑关系 O— Az ^⋯  ̂ 的充 

要条件是 

< ≤ (7) 

式中， 一AS(W )一AS(W )， =AS(W)。 

推论 2 若二进神经网络 中节点 O的结构为0(X，w， 

，则 O(X，w， )表达逻辑关系 0一z V V⋯V 的充 

要条件是 

< ≤ (8) 

式中，01=0， =AS( ])。 

推论 3 若二进神经网络 中节点 0的结构为O(X，W， 

，W=Wx U Wy， n ： ， = ，cl2，⋯，国}， = 

{61，b2，⋯， }，．Ti是通过权值n 与节点0相联的输入， 是 

通过权值 与节点0相联的输人，则 0(X，w， 表达逻辑关 

系0一 ẑ ⋯̂ ẑ ^( V V⋯V )的充要条件 

是 

< ≤ (9) 

式中， =AS(Wx)+max(AS(W )一As(wL[1])，O)， =AS 

( )+AS( 1])。 

推论 4 若二进神经网络中节点 O的结构为O(X，W， 

，w一 U ， n 一 ， 一{al，(22，⋯， }，W 一 

{b ，b “， }，xi是通过权值n 与节点0相联的输入，∞是 

通过权值b，与节点0相联的输人，则O(X，W， 表达逻辑关 

系O=( A．722 ̂ ⋯ ẑ )V V V⋯V 的充要条件 

是 

01< ≤ (10) 

式中，ol—AS( )一AS(吩 1])， 一min(AS( )，AS 

(w 1]))。 

推论 5 若二进神经网络中节点 0的结构为 O(X，w， 

，d是位于区间[0， )之间的整数，则 O(X，W， )表达汉明 

球u( )的充要条件是 

< (儿) 

1 1 n 1 

式中，01一号 ( +专 w—AS( +l_)，02一号 ( )+ 
2— 1 

寺二 --AS(W~?)，并且该汉明球的中心是Xc=(西，西， 

⋯
， )，z 满足 

f 1， wi> 0 
—  

10， < 0 

推论 1至推论 5及文献[18]中的推论 l给出了超立方 

体、汉明球、线性可分的汉明球突3类线性可分结构系的判别 

方法。其判别方法相似，均是利用阈值的取值范围与权值之 

间的关系进行判别，而 SP函数 目前没有类似上述直接通过 

阈值进行判别 的方法，而是通过权 值与 阈值分层进 行判 

别Ego]。因此，首先根据其阈值的取值范围，讨论超立方体、汉 

明球、线性可分的汉明球突的阈值取值范围在实轴上的分布 

情况，进一步讨论与二进神经元的覆盖情况；接下来再利用汉 

明图，考虑 SP函数。 

4 线性可分结构系与二进神经元的覆盖 

对于w一{wm，w2，⋯， )，记K一÷AS(w)+÷∑ l l 
1 

础，将上述推论的结果汇总，如表 1所列。 

表 1 阈值取值范围汇总表 

线性可分结构系 阈值。取值范围 

()=z ẑ A⋯A AS(W)一AS(W~I])<口≤As( ) 
()=：z Vz V⋯V o< ≤As(w ]) 

()==z ^z A⋯ A A AS(Wx)+max(AS( )一As(w L[1])，o)< 

( V V⋯ V ) s(矸 )+As(w 1]) 

D一(z A A⋯A )V AS(w )一AS(wlLr1])< 

V V⋯V mJn(AS(Wx)，As(wLr1])) 

汉明球 u(d) K—AS(w +1])<口≤K—AS(V ) 

⋯  L、 f K—As(Ⅳ +1])<8≤K—As(w +1]) 汉明球突M(d
， ) 《 L a !：⋯ 

【K—AS(w +2])<8≤K—AS(W~d]) 

定理 9E肋 二进神经元输人输出定义于{O，1)，X一(z ， 

，⋯， ，⋯， )，X 一(xf， ，⋯， ，⋯， )，如果对 

于布尔函数 F(x)，用二进神经元 O(X， ， )可以表达，则 

对于布尔函数 F( )，可以用二进神经元O(X，w。， )表达， 

其中 

rt忱 一℃ ( ≠ ) 

W1=( 1，~．142，⋯ ， )， =(w21， 2，⋯， ) 



 

定理 9表明，对于任意的二进神经元 0(X，w， )，可以将 

0(X，w， )中小于 0的权系数乘以一1，并相应调整阈值，形 

成所有权系数都为正数的神经元 0(X，W ， )。故只需考虑 
1 1 ” 

所有权系数都为正数的神经元，K一÷AS(W)+÷∑wi可 
厶 — l 

化简为AS(w)，将推论的结果精简，如表 2所列。 

表 2 权系数为正的阈值取值范围汇总表 

线性可分结构系 阈值 。取值范围 

。一z ^z A⋯ A AS(W)一As(w ])< As(w) 

0一z Vz V⋯V o<口≤As(w ]) 

0一z Az A⋯ A AS(w )~max(AS(Wy)一AS(w 1])，0)< 

z， (̂ V V⋯V ) 6~AS(Ⅵ )+As(w_L̂1]) 

o一(  ̂ A⋯  ̂ )V As( )一As(WLE1])< 0 

V V⋯V ~min(AS(w )，AS(W；E1])) 

汉明球【J(d) AS(W~d l1)<口≤As(w 一 ) 

⋯ ⋯ 由 ⋯ ⋯  
fxs(w d 1])< ≤Ao ＼u~T Ln_d_1]) 汉瑚球突

删囊 i 一 )< s(毗 

将阈值 0标注到实轴上，由于权系数的不同，往往不能确 

定AS(W~n)与AS(w _1)等大小，故分为几部分分别讨论。 

图 1给出了可以确定的 4个线性可分结构，在实轴上指出其 

阈值的分布情况；根据权值的不同，图 2(a)至图 2(e)将 AS 

(w d一2])，AS(w 一d—1])，AS(W~d 1])，AS(w 一羽)之间 

所有可能的大小关系排在数轴上。针对每种情况，分别给出 

阈值取值范围所对应的线性可分结构系，但其中的某些部分 

是未知结构，接下来借助汉明图讨论未知部分是否为凹超立 

方体 、凸超立方体或 sP函数。 

—■■— ⋯ ⋯AS ■ — 一 

图 1 z Az A⋯^z ，z V-z V⋯ V ，U(1)及M(1， )阈值 

分布 

— — — L————一L一一一一 I !!!： !I !!： l：：!! I一 0 ( 踟 As( 删J坩( 】)As(唯 ̈) ( ) 一L————J——+  ( 
．I J AV(W) 

(a)As(w 一d一2])<As(w 一d一1])<As(w品d 1])<As(w 一d]) 

___一,4s (w4 一 (j ( ) ) 《 ) ( 圳) ( ) ( ) ( ) 

(b)As(w d 1])<As(w d 2])<As(w 一d一1])<As(w 一 

一 一 一 一 l !：1 2 I ! 2 I查塑苎塑I一一一一一l I - 
o ) ( ) ( 圳) ( ) ( ) ( ( ) 

(c)AS(W~d 2])<As(w d 1])<As(w d])<As(wf 一d一1] 

一 ⋯ 一 。查 竺塑．竺!!：!! 竺竺塑 ⋯ 一． - ． 
() ( ) ( ) ( ) ( ) (嘴 ．) ( ，) AS(W) 

(d)AS(W~一d一1])<as(wg—d一2])<As(w 一 )<As(w 一d一1]) 

⋯ 一 ．查 竺塑． !： ! 竺竺塑．．⋯ 一． - ． 
o (嗽) ( ) ( 删) (呵： ) AS(吧  ) 朋( ( ) 

(e)AS(W~一d一1])<As(w 一 )<As(w 一d一2])<As(wlH—d一1]) 

图 2 

下面介绍汉明图，利用汉明图可以进一步判断图2(b)一 

2(e)中未知结构的可能情形。 

定义9 维汉明图HG=EV，E]是表示 维汉明几何空 

间的一个 次正则图。其节点集 V有 2 个节点，每个节点对 

应 元布尔函数 F(Xl，,z2，⋯， )的一个样本 X：(丑， ，⋯， 

)，即相应 维超立方体的一个顶点。若 F(∞， ，⋯， )一 

1，称 x一(z1，x2，⋯， )为真节点；若 F(锄， ，⋯， )一0，称 
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x一(z ，z 一，z )为伪节点。HG的边集E有 2 条边，每 

条边邻接两节点间的汉明距离均为1。 

汉明图在核心节点未确定之前是无向图；确定之后其是 

有向图，并规定核心节点为第 0层。图 3是 一4、核心节点 

为(O，0，0，O)的汉明图。将图中节点编码与所要求的不同核 

心节点的二进码按位相加，即可得任意核心节点的有向汉明 

图，如图 3所示。 

OOl1 

图 3 n一4、核心节点为(O，0，0，O)的汉明图 

对于中心为 一(西，西，⋯， )、半径为 d的汉明球 【， 

(d)对应的汉明图，其核心节点为 一(西， ，⋯， )。从第 

0层一直到第 d层节点都为真节点，其余节点均为伪节点。 

对于中心为 一(西，西，⋯， )、半径为 d的汉明球突 

M(d，m)对应的汉明图，其核心节点为 一( ，西，⋯， )。 

从第 0层一直到第 层节点都为真节点，第 +l层有 m个 

节点为真节点，其余的节点均为伪节点。 

图 4为中心在(0，0，0，O)、半径为 2的汉明球 U(2)；图 5 

为中心在(O，0，0，0)、半径为 1的汉明球突M(1，3)，其中实心 

节点为真节点，空心节点为伪节点。 

0001- 0010- 0100- l 

0011●r 0101■ 1001■ 叭10■ 1010■ l1 

t1l1U  

图4 中心为(0，0，0，O)的汉明图U(2) 

0001■ 0010■ Ol【】(】■ l 

001 l1  0101■ ~om(D ol lO■ l0l0U 1 

图 5 中心为(O，o，o，o)的汉明球突M(1，3) 

利用汉明图清晰的几何结构，综合图 2(b) 2(e)中的未 

知结构，可将其归纳为如下5种情况： 

(1)若AS(W~一d一1])< As(w品一d一2])<As(w 一 )， 

则第 1层至第 d层全部为真节点，第 +1层及第 d+2层有 

部分真节点，第 +3层及后面层的情况还需进一步判断 0与 

AS(w — _31)之间的大小关系； 

(2)若AS(w 一d一1])<AS(w 一羽)< As(w品d_】1)， 

则第 d层、第 d+1层及第 d+2层有部分真节点，其他层 的 

情况还需进一步判断； 

(3)若AS(w —d一1])<毋≤As(w 羽)<AS(Wg—d 2])， 



则第 1层至第 d层全部为真节点，第 +1层及第 +2层有 

部分真节点，第 +3层及后面层的情况还需进一步判断 0与 

AS(W _。门)之间的大小关系； 

(4)若As(wh )<0~aS(Wg(卜2])，则第d层、第d+l层 

及第 +2层有部分真节点，其他层的情况还需进一步判断； 

(5)若AS( d1)<As(wH_d一2])< ≤AS(W~d 1])， 

则第 d层及第d+1层有部分真节点，d+2层及其后面无真 

节点，第 d层之前的情况还需进一步判断。 

对凹超立方体、凸超立方体或 SP函数的结构进行分析， 

将其标注到汉明图上，可以发现其属于上述 5种情况中的某 

一 部分，但并不清楚是否完全覆盖这 5种情况。另外，超立方 

体可归类为特殊的 sP函数，而在已知的线性可分函数系中， 

SP函数没有找到阈值与权值直接判别法，故需对 SP函数的 

判别法提炼出直接判别法，这将会进一步解决线性可分函数 

系的覆盖问题。 

结束语 已知的线性可分结构系中正超立方体、汉明球、 

线性可分的汉明球突的判别法较为明确简洁，而凹超立方体、 

凸超立方体及 SP函数的判别方法较为复杂 ，有待进一步简 

化。另外，根据阈值在实轴上的取值范围，通过本文的分析， 

目前已知的几类线性可分结构系仍不能覆盖所有的二进神经 

元，即仍存在其他线性可分结构系，有待进一步研究。本文指 

出了未知的线性可分结构系阈值的取值范围，为提出新的线 

性可分结构系及判别法提供了研究方向。 
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