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摘　要　三支决策是求解动态不确定性问题的有效方法之一.相比传统的二支决策,序贯三支决策方法在信息不充

分或证据不足时能有效平衡决策结果代价和过程代价.在研究多层次的粒结构、多选择的处理对象和多样化的代价

结构的基础上,提出了一种基于决策粗糙集的广义序贯三支决策模型.该模型在每一层都考虑了７种不同的对象处

理方式.最后,通过实验对比分析了该模型中７种方法的效率和性能.
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Abstract　ThetheorythreeＧwaydecisionsisoneofeffectiveapproachestosolvethedynamicuncertainproblem．ComＧ

paredtotwoＧwaydecisions,sequentialthreeＧwaydecisionscanaddressthebalanceofcostofdecisionresultandcostof

decisionprocesseffectivelywheninformationisinsufficientorevidenceisinadequate．BasedonthestudyofthemultiＧ

levelgranularstructure,theprocessingobjectsofmultipleselectionsandthediversifiedcoststructure,thispaperproＧ

posedageneralizedsequentialthreeＧwaydecisionsmodelunderdecisionＧtheoreticroughsets．ThismodelconsidersseＧ

vendifferentmethodstoprocessobjectsateachlevel．Finally,experimentswereconductedtoanalyzetheefficiencyand

performanceofsevenapproachesintheproposedmodel．
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１　引言

三支决策(ThreeＧwayDecisions)是 Yao在２０１０年提出

的一种以“三分而治”(TrisectingandActing)为指导思想的

不确定性问题的求解方法和策略[１].中国传统文化中的中庸

思想强调将一个问题“一分为三”,其中“过”和“不及”是做事

的两个极端,而“及”可以看成两个极端的折中点.三支决策

也借鉴了该中庸思想,主张把一个整体分为３个部分进行处

理.实际上,日常生活中很多复杂问题的解决都采用了三支

决策思想,如医疗诊断、战地救治伤员、词频分类和民主选举

等.近几年来,关于三支决策的理论、模型和应用研究都取得

了一系列的成果,如三支分类[２]、三支聚类[３]、三支推荐[４]、三

支分析[５]、三支增量学习[６Ｇ９]和三支计算[１０]等.

作为一种典型的粒计算方法,三支决策研究可以分为两

类:静态三支决策和动态三支决策.根据三支决策的基本思

想,当信息不充分或证据不足时,我们会对一部分对象不做出

确定的决策,而是选择延迟决策,等待更多、更有力的信息或

证据来进一步决策.因此,实质上三支决策应该更多地被认

为是一种动态的决策思想.同时,考虑到决策结果代价和决

策过程代价,Yao通过构建一个多层次的粒结构,提出了基于



粒计算的序贯三支决策方法,并分析得出这种动态的三支决

策方法可能会获得比二支决策更小的决策过程代价[１１].一

方面,在较低的粒度层次,我们在容忍一定错误的情况下可以

对一些对象做出快速的决策,减小了这部分对象的决策过程

代价,但同时也增加了决策结果代价;另一方面,一些对象被

转移到较高的粒度层次才会做出确定的决策,显然这部分对

象的决策结果代价较低,但决策过程代价增大.因此,我们需

要平衡决策结果代价和决策过程代价.此外,诸多学者运用

序贯三支决策思想对其他领域展开了相关研究.Li等为了

解决错分类代价不平衡和图像信息不充分等问题,提出了

一种基于序贯三支决策的代价敏感人脸识别模型[１２],并

进一步 提 取 序 贯 的 特 征 粒 度 来 研 究 深 度 神 经 网 络 模

型[１３].Savchenko基于序贯三支决策和粒计算,探讨了一种

图像识别的统计方法[１４].Qian等设计了一种序贯的三支决

策属性约简方法[１５].Li等采用序贯三支决策的方法,在多粒

度下研究了三支概念分析[１６].Hao等基于序贯三支决策,解
决了动态多标记决策信息系统下的最优标记选择问题[１７].

方宇等基于代价优化策略,提出了一种基于序贯三支决策的

代价敏感分类方法[１８].可以看出,序贯三支决策作为一种高

效的动态决策方法,已经得到了广泛的研究并取得了不错的

进展.

本文拟在现有研究的基础上,从静态和动态两个方面来

系统地阐述三支决策方法,并通过多层次的粒结构、多选择的

处理对象和多样化的代价结构等着重介绍和分析一种更加广

义的序贯三支决策理论和模型,最后通过 UCI实验分析该模

型的性能和效果.

２　静态三支决策

Yao提出的基于“三分而治”的三支决策是一种快速、低

成本、高收益、容错的复杂问题求解方法.图１给出了一个

“三分而治”的静态三支决策框架[１].顾名思义,该方法包含

两个基本任务:一个是“三分(Trisecting)”,即如何把一个整

体U 分成３个部分 (部分P１、部分P２ 和部分P３),我们也可

以称这３个部分为３个区域,分别记为R１,R２和R３;另一个

是“治略(Acting)”,即如何对不同的部分采取不同的处理策

略.“三分”和“治略”形成了三支决策思想的两个主要阶段.

其中“三分”的好坏直接影响“治略”的效果.

图１　三分而治的三支决策框架[１]

Fig．１　TrisectingandactingframeworkofthreeＧwaydecisions[１]

下面给出一个基于评价的三支决策模型的定义.

定义１[１]　假设U 是一个有限非空的论域,(L,⪯)是一

个全序集合,其中偏序关系⪯满足自反性、反对称和传递性.

给出一个评价函数v:U→L,对于任意对象x∈U,v(x)代表

对象x的评价值.设置一对阈值α,β∈L且α≻β,我们可以通

过以下方法将论域U 划分为３个区域R１,R２和R３:

R１(v(x))＝{x∈U|v(x)⪰α}

R２(v(x))＝{x∈U|α≻v(x)≻β}

R３(v(x))＝{x∈U|β⪰v(x)}

(１)

划分得到的３个区域满足以下几个性质:

１)R１∩R２＝Ø
２)R１∩R３＝Ø
３)R２∩R３＝Ø
４)R１∪R２∪R３＝U
如果仅有一个区域为空集,则三支决策转化为二支决策.

因此,三支决策是二支决策的一种扩展方法,其思想起源于但

又不局限于决策粗糙集.通过以上三支决策框架,我们可以

很容易地发现区间集、模糊集、阴影集和偏序集等都具有与三

支决策相同的构造思想.因此,三支决策可以认为是对这些

方法的总结、提炼和升华,是指导我们解决复杂问题的高效

方法.

下面给出基于决策粗糙集的三支决策模型[１９Ｇ２０]的定义.

定义２[７]　假设一个四元决策信息表为S＝(U,A,V,

f).其中,U 是非空有限的对象集合;A 是非空有限的属性

集合,A＝C∪D,C代表条件属性集,D 代表决策属性集;V＝
∪Va是值域,Va是对象在属性a下的所有可能取值;f:U×A→
V 是一个映射函数,使得∀a∈A,x∈U,f(x,a)∈Va.∀B⊆
A,EB是论域U 上由A 诱导出的一个等价关系,定义为:

EB＝{(x,y)∈U×U|f(x,b)＝f(y,b),∀b∈B} (２)

论域U 在等价关系EB 下被划分成若干等价类[x]EB
,

记为:

U/EB＝{[x]EB|x∈U},其中[x]EB
称为包含对象x的等

价类.

定义３[８]　假设一个概念 X⊆U,则 X 和等价类之间的

条件概率定义如下:

Pr(X|[x]EB
)＝

|X∩[X]EB|
|[X]EB|

(３)

其中,|􀅰|表示集合的势.如果我们把条件概率作为评价函

数来量化概念X 和等价类之间的相似性,则按照定义１,划分

论域U 可以得到具有决策语义的３个互不相交的区域:

POS(X)＝{x∈U|Pr(X|[x]EB
)≥α}

BND(X)＝{x∈U|β＜Pr(X|[x]EB
)＜α}

NEG(X)＝{x∈U|Pr(X|[x]EB
)≤β}

(４)

其中,正域POS(X)代表接受决策的区域,边界域BND(X)

代表延迟决策的区域,负域 NEG(X)代表拒绝决策的区域.

(α,β)是一对阈值,满足０≤β＜α≤１.下面以二分类问题为

例,通过贝叶斯最小风险原则给出一个基于代价矩阵的阈值

计算公式.

在四元决策信息表S＝(U,A,V,f )中,用具有２个状态

的集合Ω＝{X,¬X}和３个行动的集合A＝{aP,aB,aN}来描

述贝叶斯决策过程.状态集中 X 和¬X 互补;行动集中aP,

aB,aN 分别表示将对象分类到正域、边界域和负域的决策动

作.给定一个损失函数矩阵如下:

L＝

λPP λPN

λBP λBN

λNP λNN

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

(５)
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其中,λPP,λBP,λNP分别表示在状态X 下采取行动aP,aB,aN 的

损失;λPN,λBN,λNN分别表示在状态¬X 下采取行动aP,aB,aN

的损失.因此,可以给出分别采取行动aP,aB,aN 时的期望损

失为:

R(aP|[x])＝λPPPr(X|[x])＋λPNPr(¬X|[x])

R(aB|[x])＝λBPPr(X|[x])＋λBNPr(¬X|[x])

R(aN|[x])＝λNPPr(X|[x])＋λNNPr(¬X|[x])

(６)

根据贝叶斯决策准则,我们会选择期望损失最小的行动

集作为最佳的行动方案.通过推导(详细过程可参见文献

[２０Ｇ２１]),可以得到关于阈值对(α,β)的具体计算公式如下:

α＝ λPN－λBN

(λPN－λBN)＋(λBP－λPP)

β＝ λBN－λNN

(λBN－λNN)＋(λNP－λBP)

(７)

由以上可见,基于决策粗糙集的三支决策方法不仅给出

了３个区域的具体决策语义,而且给出了基于贝叶斯最小风

险下的阈值计算公式.因此,决策粗糙集作为三支决策思想

的典型代表,受到了广大学者的广泛关注和研究.除此之外,

还有很多与机器学习相关的其他三支决策模型衍生出来,但

大多数研究都停留在一种静态的三支决策.从三支决策的基

本思路来分析,当信息不充分或证据不足时,我们采取延迟策

略,把不确定的对象放到边界域,待收集到更多的知识后再进

行研究.因此,从本质上可以看出三支决策思想就是一种动

态的决策过程,而动态的三支决策能够提高对象处理的效率,

减小处理对象的代价,容忍一定程度的错误,更适用于解决时

序的复杂问题.下面以决策粗糙集为例来阐述和分析动态三

支决策框架.

３　动态(序贯)三支决策

动态三支决策泛指一种多阶段的决策问题的解决方法.

Yao提 出 的 序 贯 三 支 决 策 (SequentialThreeＧway DeciＧ

sions)[１１]是动态三支决策的典型代表.首先,构建一个多层

次的粒结构,自上而下,粒度由粗变细,呈现一种单调变化的

趋势.在粒结构的某一层,我们对正域或负域中的对象分别

做出接受或拒绝的决定;而对边界域中的对象,由于信息不充

分或不足,暂时不做出确定的决定,即延迟决策.然后,把这

一层的边界域作为下一层的处理对象,此时粒度进一步变细,

仍然用三支决策的方法把这些对象划分成３个区域.显而易

见,边界域的对象在多层次的处理中被逐渐划分到正域和负

域.这种从粗粒度到细粒度的动态决策过程就是传统的序贯

三支决策.但是,以上方法只针对边界域中的对象做出进一

步的处理.实质上,随着信息证据的变化,针对不同的任务和

目标,不同的区域组合都有可能是我们进一步选择处理的对

象.下面通过扩展传统的序贯三支决策思想,提出一种更加

广义的动态三支决策框架.

３．１　多层次的粒结构

通常,我们很容易通过条件属性的子集构建粒度由粗到

细的多层次结构.

定义４[７]　假设一个四元决策信息表为S＝(U,A＝C∪

D,V,f).给出n个条件属性的子集,满足C１⊂C２⊂􀆺⊂
Cn⊆C.定义第n层的等价关系为:

Ei＝{(x,y)∈U×U|f(x,b)＝f(y,b),∀b∈Ci} (８)

其中,i＝１,２,􀆺,n.根据这n个等价关系,可以在不同条件

的子集下得到论域的不同划分,且满足:

[x]Cn ⊆􀆺⊆[x]C２ ⊆[x]C１
(９)

由此,我们可以定义一个n层粒结构为:

GS＝(GS１,GS２,􀆺,GSn)

GSi＝(Ui,Ei,Ci,[x]Ci)
(１０)

例１　假设论域U＝{x１,x２,􀆺,x６},条件属性C＝{a,b,

c},则可以得到３个有序的条件属性子集分别为C１＝{a},

C２＝{a,b},C３＝{a,b,c}.通过这３个子集,得到的论域划分

为:

第１层:U/C１＝{x１,x２,x３,x４,x５,x６}
第２层:U/C２＝{{x１,x２},{x３,x４,x５,x６}}
第３层:U/C３＝{{x１,x２},{x３,x４},{x５,x６}}

通过以上划分,可以得到一个自顶向下的３层粒结构.

在用属性子集构建多层次粒结构时,每一层属性的选择以及

具体层数的确定等都是值得进一步研究的问题.当然,我们

也可以通过其他方式来构建多粒度的层次结构,比如多标记

的属性值[２１];对象的变化也是构建多层次粒结构的方法之

一,但目前这方面的研究还较少见.

３．２　多选择的处理对象

在多层次粒结构的每一层,我们都通过三支决策把待处

理的对象划分到３个区域.显然,待处理的对象都是上一层

处理后我们认为有必要进一步处理的对象.考虑 Yao提出

的“点Ｇ线Ｇ面”三层处理模式:在点层,研究３个互相独立的点

A,B和C;在线层,研究两两相关的点组成的３条线AB,AC
和BC;在面层,研究３个相关点和３条线组成的一个三角形

面ABC.

根据“点Ｇ线Ｇ面”的三层次治略模式,我们可以得出３个

决策区域POS,BND 和NEG 的７种不同区域组合,如图２
所示.下面给出７种序贯三支决策处理方法.

图２　３个决策区域的三层治略模式[７]

Fig．２　ThreeＧlevelactingmodelwiththreedecisionregions[７]

定义５[７]　设通过决策信息表S 得到一个n 层粒结构

为:GS＝(GS１,GS２,􀆺,GSn),GSi＝(Ui,Ei,Ci,[x]ci ),i＝１,

２,􀆺,n.给出阈值对(αi,βi),且满足０≤βi＜αi≤１,则我们可

以在粒结构的第i层得到３个区域:

POSi(Xi)＝{x∈Ui|Pr(Xi|[x]ECi
)≥αi}

BNDi(Xi)＝{x∈Ui|βi＜Pr(Xi|[x]ECi
)＜αi}

NEGi(Xi)＝{x∈Ui|Pr(Xi|[x]ECi
)≤βi}

(１１)
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其中,Ui是第i层的处理对象,Xi是第i层的概念.Ui和Xi都

有７种选择情况,具体如表１所列(i≠１,U１＝U).

表１　序贯三支决策中７种不同的选择情况

Table１　SevenselectionsinsequentialthreeＧwaydecisions

序号 第i层的处理对象Ui 第i层的概念Xi

１ Ui＝P(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

２ Ui＝B(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

３ Ui＝N(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

４ Ui＝P(Xi－１)∪B(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

５ Ui＝P(Xi－１)∪N(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

６ Ui＝B(Xi－１)∪N(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

７ Ui＝P(Xi－１)∪B(Xi－１)∪N(Xi－１) Xi＝Xi－１∩Ui

在多层次的粒结构中,当粒度由粗变细、粒层由低到高

时,我们可以根据三支决策的任务和目的,在每一层从表１中

选择７种不同的对象处理方式.比如,在医疗诊断中,在引入

了新的检测方法后,已经被分到正域或负域的患者可能会再

次被要求接受测试并诊断,此时我们会选择第１种或第３种

情况;如果要尽快把不确定的对象分到正域或负域,首选第２
种方法,即在每一层只处理上一层得到的边界域;在多分类问

题中,被分到某一决策类的边界域和负域的对象都应该是我

们需要继续关注的对象,因此当采取序贯三支多分类时,应该

采用第６种方法.

３．３　多样化的代价结构

在序贯三支决策中,我们通常会考虑两类代价,即决策结

果代价和决策过程代价.

１)决策结果代价

在多层次的粒结构中,每一层都基于贝叶斯最小风险准

则,通过损失函数计算出阈值对(αi,βi),按照决策粗糙集模

型得出待处理对象的３种决策规则.实际上,由于每一层的

信息和粒结构不同,我们设置的损失函数也应该不同.换句

话说,由于在动态决策过程中信息和粒结构都在不断变化,因

此错误决策带来的损失也会发生变化.

定义６[７]　设通过决策信息表S 得到一个n 层粒结构

为:GS＝(GS１,GS２,􀆺,GSn),GSi＝(Ui,Ei,Ci,[x]Ci
),i＝１,

２,􀆺,n,则第i层的损失函数矩阵定义为:

Li＝

λi
PP λi

PN

λi
BP λi

BN

λi
NP λi

NN

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(１２)

在粒结构的第i层,按照贝叶斯决策过程采取行动αi

(i＝P,B,N)得到的期望风险损失为:

R(aP|[x]Ci)＝λi
PPPr(X|[x]Ci)＋λi

PNPr(¬X|[x]Ci)

R(aB|[x]Ci)＝λi
BPPr(X|[x]Ci)＋λi

BNPr(¬X|[x]Ci)

R(aN|[x]Ci)＝λi
NPPr(X|[x]Ci)＋λi

NNPr(¬X|[x]Ci)

(１３)

通过采取风险最小的行动得到３个不同的决策规则.第

i层的总决策结果代价可以通过式(１４)计算:

COSTi
R ＝ ∑

[x]Ci⊆Ui
R(τ([x]Ck

)|[x]Ck
)Pr([x]Ck

)

＝COSTPi
R ＋COSTBi

R ＋COSTNi
R (１４)

其中,COSTPi
R 表示正域的总决策代价,COSTBi

R 表示边界域

的总决策代价,COSTNi
R 表示负域的总决策代价.

２)决策过程代价

在序贯三支决策中,决策过程代价泛指整个序贯过程中

处理对象所需要的各种代价,一般包括测试代价、延迟代价和

计算代价.因此,可以定义第i层的总决策过程代价为:

COSTi
P＝COSTi

T＋COSTi
D＋COSTi

C (１５)

其中,COSTi
T 表示对象的测试代价,COSTi

D 表示对象的延迟

代价,COSTi
C 表示对象的计算代价.通常,测试代价可以用

金钱等量化,而延迟代价和计算代价都以时间来表示.

３)两个代价的平衡

在序贯三支决策中,减小决策过程代价会增加决策结果

代价,而减小决策结果代价会增加决策过程代价.在多层次

的序贯决策过程中,我们可以通过设置一个加权的总代价来

实现对两种代价的平衡[１１].

COSTi ＝F(COSTi
R,COSTi

P)

＝ωR􀅰COSTi
R＋ωP􀅰COSTi

P (１６)

其中,ωR 和ωP 分别代表两类代价的偏好权重值,且满足以下

条件:

ωR≥０,ωP≥０,ωR＋ωP≠０
如果决策过程代价同时考虑测试代价、延迟代价和计算

代价,那么进一步可得:

COSTi ＝F(COSTi
R,COSTi

T,COSTi
D,COSTi

C)

＝ωR􀅰COSTi
R＋ωT􀅰COSTi

T＋ωD􀅰COSTi
D＋

ωC􀅰COSTi
C (１７)

其中,ωR,ωT,ωD 和ωC 分别代表４种代价的偏好权重值,且

满足以下条件:

ωR≥０,ωT≥０,ωD≥０,ωC≥０,ωR＋ωT＋ωD＋ωC≠０

４　实验结果与分析

本文选择了４个 UCI数据集来对比分析广义序贯三支

决策中７种不同区域处理方法的性能和效果.数据集的基本

信息如表２所列.

表２　数据集的基本信息

Table２　Descriptionofdatasets

数据集 对象 属性 决策类 层数

Zoo １０１ １６ ７ ４
Cmc １４７３ ９ ３ ４
Car １７２８ ６ ４ ４

Splice ３１９０ ６０ ３ ４

将所有数据集都转化为二分类问题,并按照属性个数的

平均原则构建４层的粒结构,损失函数在[１,１０]区间随机生

成.所有实验都在 PC 机上运行,其配置为Intel(R)Core
(TM)i５Ｇ４２１０UCPU ＠ １．７０GHz,１２GB内存,Windows１０
操作系统,Matlab２０１６a实验平台.

本文所提出的广义序贯三支决策给出了３个层次共７种

不同的处理方法,分别对应图３和图４中横坐标的 P,B,N,

PB,PN,BN和PBN.图３给出了不同方法下需要处理的对

象总数量,能有效反映出测试代价和延迟代价的大小.从图

中可以明显看出,当需要处理的区域数量越多时,所需处理的

４ 计 算 机 科 学 　２０１８年



对象总数量就越多.当在每一层都需要同时处理３个区域

时,所需处理对象的数量达到最大值.特别指出,在图３中,

数据集Car和Cmc中的PN处理对象总数量明显比PBN少,

在数据集 Zoo中 PN 和 PBN 数量相等,在数据集 Splice中

PN比PBN少１８.

(a)Zoo (b)Cmc

(c)Car (d)Splice

图３　处理对象总数量的变化

Fig．３　Variationoftotalnumberofprocessingobjects

图４给出了７种不同区域组合下所需要的计算代价,即

计算时间.同样可以发现,所需处理区域越少,计算代价越

小.当需要同时处理３个区域时,计算代价达到最大值.

(a)Zoo (b)Cmc

(c)Car (d)Splice

图４　计算代价的变化

Fig．４　Variationofcomputationalcost

此外,为评价序贯三支决策中每一层３个区域的精度,我

们引入正确接受率指标:

CARi＝|POSi(Xi)∩Xi|
|POSi(Xi)|

(１８)

其中,POSi(Xi)和Xi 分别表示第i层的正域和概念.

在表３中,“－”表示某一层计算得到的正域中的对象个

数等于零.从总体上看,不同数据集在不同层次的正确接受

率都超过了０．８９;特别在数据集 Zoo和 Splice中,正确接受

率均为１.由此可见,从粒结构的第１层到第n层,本文所提

序贯三支决策中的７种方法在减小对象处理代价的同时,也

取得了不错的正确决策精度.

表３　正确接受率的变化

Table３　VariationofcorrectＧacceptancerate

数据集 层数 P B N PB PN BN PBN

Zoo

１ １ １ １ １ １ １ １
２ １ － － １ １ － １
３ １ － － １ １ － １
４ １ － － １ １ － １

Cmc

１ － － － － － － －
２ － ０．９８７４ － ０．９８７４ － ０．９８７４ ０．９８７４
３ － ０．９１８９ － ０．９６０３ － ０．９２０５ ０．９６０７
４ － ０．８９５１ － ０．９５１６ － ０．９０５０ ０．９５３７

Car

１ － － － － － － －
２ － １ － １ － １ １
３ － － － １ － － １
４ － ０．９８６９ － ０．９９１５ － ０．９８６９ ０．９９１５

Splice

１ １ １ １ １ １ １ １
２ １ １ － １ １ １ １
３ １ １ － １ １ １ １
４ １ － － １ １ － １

结束语　本文从静态和动态两个方面对三支决策进行研

究分析,提出了一种广义的序贯三支决策模型.该模型在粒

结构的每一层都提供了７种不同的处理方式,可以根据任务

目标选择相应的方法.序贯三支决策是动态三支决策的一种

典型方法,具有更广阔的应用前景.下一步主要是对这７种

序贯模型进行深入分析,通过一些具体的应用场景来验证其

有效性.
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