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摘 要 考虑到实际决策问题中损失函数的“多值性”特征 ，从贝叶斯理论出发，将区间值损失函数引入决策粗糙集， 

提出区间值决策粗糙集模型。首先，讨论 了在贝叶斯期望风险最小的决策语义下，区间值决策粗集理论基本模型的构 

建过程。其次，分析 了区间值决策粗集理论的相关数学性质和准则。最后 ，通过一个石油投资问题来阐明区间值决策 

粗糙集模型的应用过程。 
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1 引言 

波兰数学家Pawlak于20世纪 80年代初提出的粗糙集 

理论(Rough Set Theory)是一种能够处理不精确、不确定信 

息的数学方法与工具_】 。由于其基于数据驱动且不需要主 

观先验知识，以及在解决属性约简和规则推导问题上的优势， 

使得它一经提出，便在模式识别、数据挖掘、智能信息计算等 

方面得到了广泛的应用。粗糙集理论是利用两个经典集—— 

上、下近似集来刻画一个粗糙集的。上、下近似集将整个论域 

分为 3个部分：正域、边界域和负域。Yao基于 3个区域提出 

了三枝决策方法，并认为从正域里获取的正规则用来接受某 

事物；从负域里获取的负规则用来表示拒绝某事物；落在边界 

域上的规则表示需要进一步观察和研究，即延迟决策~i9-z4]。 

三枝决策方法的提出为将粗糙集理论应用到实际决策问题提 

供了坚实的理论基础l_2 。 

对于一 系列概率粗糙 集模 型，如 0．5-概率粗糙集模 

型[16]、决策粗糙集模型[zz,zs]、变精度粗糙集模型[4' ]、粗糙隶 

属函数_1 、贝叶斯粗糙集模型[14,15]、博弈粗糙集模型l2]、朴素 

贝叶斯粗糙集模型_1。 等，它们都使用两个参数 a和口来划分 

3个区域。然而，在大多概率粗糙集模型中，a和 的选取都 

未考虑到决策过程中的语义环境_2 。基于此 ，Yao等从贝叶 

斯理论出发，利用损失函数 来描述决策风险，讨论了在贝叶 

斯期望风险最小的决策语义下 a和口的自动获取过程，并提 

出了决策粗糙集模型 2̈ 。此外 ，Yao还进一步指出：各种概 

率粗糙集模型均可以由决策粗糙集导出，它们被视为决策粗 

糙集的特例I2 。决策粗糙集模型很好地描述了人类在解决 

实际决策问题时的思维模式，其派生出的三枝决策思想已经 

被考虑或有可能进一步地应用到许多模式识别问题(如医学 

诊断、产品过程控制、环境管理、数据集选择、智能学习、邮件 

分类、石油投资等领域)中 。 

然而，在决策粗糙集模型中，对损失函数 的刻画是基于 

单值的。在实际决策过程中，风险应具有一定的随机性，损失 

函数应具有一定的伸缩性，因而利用具有“多值”特征的区间 

数来描述损失函数 ，更接近决策事实。基于此，本文拟将 区 
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间值损失函数引入决策粗糙集，提出一种区间值决策粗糙集 

模型。本文首先简要介绍相关的粗糙集基本理论和研究背 

景；其次，讨论区间值决策粗集理论基本模型的构建过程，并 

介绍其相关语义和性质；最后，通过一个石油投资问题来给出 
一 个模型的具体应用。 

2 粗集理论的基本概念 

本节主要介绍 Pawlak粗集 、相关概率粗集的基本概念和 

定义，以及相关区间值模型的研究背景[10,12,18 23,25,29]。 

定义 1 假设 U是一个有 限的非空子集，R是定义在 U 

上的一种等价关系。记 “ r一(U，R)为一粗糙近似空间，U 

在等价关系R下的划分记为U／R= z] f．7CEU}，其中，[ ] 

是包含z的等价类所构成的集合。对 x∈U，其上、下近似可 

定义为 

apt(X)一{ ∈Ul[z] 三x} 

apr(X)={xEUl[z]nX≠0} 

上、下近似将论域分为正域 POS(x)、边界域 BND(X) 

和负域 NEG(X)，其定义分别为 

POS(X)=
．

a
．． ． ． ．． ．

p
．． — —

r(X) 

BND(X)一“pr(X)
一

apr(X) (1) 

NEG(X)一U—n户r(X) 

定义 2 假设 S一(U，A，V，_厂)是一个信息表，Vz U， 

X U，Pawlak和 Skowron建议使用粗糙隶属函数来重新定 

义上、下近似集[1 。粗糙隶属函数／Ia定义为 

—Pr(X Ex3)一l[z]nXI／I[ ]l (2) 

式中，1．1表示集合中元素的基数，Pr(xl[．z])表示分类的条 

件概率。 

根据粗糙隶属函数的定义，令 0≤p< ≤1，则( ， 一下近 

似、(a， 一上近似可定义为 

一

apr( (X)一{xEUI Pr(Xl[ )≥ 
— —  

(3) 

apr(。， (X)一{xEUl Pr(Xl[ ])> } 

同样地，(a，口)一上、下近 似集 将论 域分 为 3个 部分 ： 

POS( ， (x)，BND( ， (x)和NEG(。， (x)，其定义分别为 

POS( ， (x)一{zEUl Pr(xl[ )≥a) 

BND( (x)一{xEUlfl<2Pr(Xl[z])<口) (4) 

NEG( ， (X)一{zEUlPr(Xl[z])≤ } 

式中，当a一1， 0时，式(4)转化为 Pawlak粗糙集模型；当 

a一 一0．5时，式(4)转化为0．5-概率粗糙集模型；当 =1～a 

时，式(4)转化为对称变精度粗糙集模型；当 口≠l—a时，式 

(4)转化为非对称变精度粗糙集模型。然而，对于式(4)中的 

和口取值，大多数概率粗糙集模型并未给出其语义解释，a 

和 的语义问题需要进一步深入讨论。 

定义 3 区间值信息系统为一个 四元组 J一{U，A，V， 

．厂)。其 中，U={“ ，Uz，⋯，Un}是非空有限论域集；A：{a ， 

。 ，⋯，n }是非空有限属性集； — U 表示属性 ∈A 的 
EA 

值域；l厂：u×A— 是一个映射函数，它赋予论域中u的每一 

个对象“ 在属性a 上的区间属性值。对于V地EU，Va E 

A有，，(地，a )一[诎， ]。其中，诎表示值域的下界， 表示 

值域的上界。 

3 区间值决策粗糙集模型 

为了更好地解释概率粗糙集模型的语义问题，Yao等提 

出了决策粗糙集模型。决策粗糙集理论的基本模型可参考文 

献E22，233。刘盾和李华雄等人对决策粗糙集近20年来的发 

展做了详细综述[5,7,26,27]。决策粗糙集模型的基本思想来源 

于 Duda等人的著作“Pattern Classification and Scene Analy— 

sis’，[ 
。 其基本模型为：假设 S=(U，A，V，_厂)是一个信息表， 

Q一{ ， ，⋯， }为 m个有限的状态集，A一{口1，口2，⋯， 

n }为 个有限的行动集。Pr(w；l )表示 在状态W 下的条 

件概率。令 ( lW1)为在状态 Wi下采取行动a 的损失或代 

价。对于某元素 x，如果采取行动 ，则其期望损失为 
m  

R(ai} )一∑a(a，iWi)Pr( } ) (5) 
i一 1 

一 般地，对于给定的描述 z，令 r(z)为一个决策规则 ，它 

是描述空间到A的一个函数，r(z)EA。令 是在给定一个 

决策规则 r下的总体期望风险，它可表示为 

一 ∑R(r(z)lx)Pr(x) (6) 
xEU 

式中，Pr(x)为 z的先验概率，R(r(z)I z)为采取不同行动 

的条件风险。按照贝叶斯决策原理，需要选取使得总体期望 

风险 达到最小的决策行为作为最佳行动方案。如果有多 

个决策使得 达到最小，则根据实际情况选择其中之一。 

决策粗糙集模型是基于贝叶斯决策过程的，它利用 2个 

状态集和 3个行动集来描述决策过程。状态集 Q一{X，一X} 

中的元素分别表示某事件属于 x和不属于x，行动集A一 

{a ，n ，n }中的元素分别表示接受某事件、延迟决策和拒绝 

某事件 3种行动。考虑到采取不同行动会产生不同的损失， 

记 PP， BP，ANe分别表示 当 属于x 时，采取行动 n ，ne和 

n 下的损失。同样地，记 APN， BN，ANN分别表示当z不属于 

x时，采取行动 n ， e和n 下的损失。在这里，考虑到损失 

函数具有一定的波动性，因此引入区间值损失函数来代替单 

值损失函数。令 =Ea ， ]， BP=[ ， ]， ~P= 

[ ， }iP]；ApN一[ ， ‰]，ABN一[ ， ‰]， ~~一[ ， 

‰]。其中， 代表各损失函数的下界，它表示乐观主义者对 

风险的衡量，因为乐观主义者追求一种高风险、高收益的决策 

模式，所以往往对损失给予较小的数值； 代表各损失函数的 

上界，它可以表示悲观主义者对风险的衡量，因为悲观主义者 

趋于保守，害怕犯错，所以往往对损失给予较大的数值。基于 

上述分析，根据式(1)，乐观主义决策准则和悲观主义决策准 

则采取 ap，aB和aw 3种行动下的期望损失可分别由式(7)和 

式(8)给出。 

R(ap l Ex1)= LPPr(Xl[z])+ Pr(一Xl[ ]) 

R(ae I Ez1)= Pr(Xl ])+ Pr(一Xl[ ]) (7) 

R(aw l[z])一 Pr(Xl ExJ)+ Pr(一xl[z]) 

R(aP l[z])一 U尸Pr(Xl[z])+；teuNPr(~X{[z]) 

R(as l Ez3)一 Pr(Xl[ ])+ Pr(— x}[ ]) (8) 

R(a l[ ])一 Pr(Xl[-z])+ ‰Pr(一xl[ ]) 

根据贝叶斯决策准则，需要选择期望损失最小的行动集 

作为最佳行动方案，于是可得到如下 3条决策规则： 

(P)若N(av l[z])≤R(口e l[ ])和R(a l[ ])≤R(a I 

])同时成立，则xEPOS(X)； 

(B)若R(a I[z])≤R(口P 1 Ex])和R(ae I[z])≤R(a l 

])同时成立，则 xEBND(X)； 

(N)若R(a I ])≤R(“ l[ ])和R(a l[z])≤R(n l 

[z])同时成立，则 xE NEG(X)。 
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由于 Pr(X【Lz])+Pr(一Xl[z])一1，因此上述规则只与 

概率 Pr(Xl[ )和相关的损失函数 有关。此外，接受正确 

事物的损失不大于延迟接受正确事物的损失，且这两者都小 

于拒绝正确事物的损失；同样地，拒绝错误事物的损失不大于 

延迟拒绝错误事物的损失，且这两者都小于接受错误事物的 

损失，即 o~app≤ABP<AMP，O≤ANN≤ <apN。对于乐观主 

义者，一个合理 的假设为 O≤ ≤ < ，0≤aL ≤ < 

L~；对于悲观主义者，一个合理的假设为 O≤ ≤ < ‰， 

O≤ ‰≤ ‰< ‰。据此，可分别计算乐观主义者和悲观主 

义者 3个阈值参数的值，如表 1所列。 

表 1 乐观主义者和悲观主义者 3个阈值参数取值表 

由规则(B)可知，a > 且 。> ，则 三警< 

L L ， 

U U < U U
。 此外，由不等式鲁> BN ̂ ’ U~一 ＼ ‰一 ‰。儿 ／。。’田，’’寸 口／f一 

鲁> >孚(。，6，c， >0)，有 < < n 口TC C 一 芦̂ 一̂ 

磬 ，筹 <筹 < 。因而，o≤ < 一 ’ UN— ‰、 UN— ‰、 ‰～ ‰。 ⋯” p 、 
y1<口1≤1且 O≤ <y2<口2≤1。这样，决策规则(P)，(B)， 

(N)可重写如下。 

对于乐观主义者 ： 

(P1)如果Pr(XI[ ])≥m，则xE POS(X)； 

(B1)如果 ~Pr(Xl[z])<m，则 ∈BND(X)； 

(N1)如果 Pr(Xl[Lz])≤ ，则 ∈NEG(X)。 

对于悲观主义者： 

(P2)如果 Pr(Xl[z])≥a2，贝0 z∈P0lS(X)； 

(B2)如果 岛<Pr(XI[z])< 2，贝4 z∈BND(X)； 

(N2)如果 Pr(Xl[z])≤ ，则 xENEG(X)。 

当 一 ， = ， 一 ‰， = ‰， 一 ‰， 

A 一A‰时，决策规则(P1)一(N1)与(P2)～(N2)等价，区间 

值决策粗糙集退化为 Yao提出的决策粗糙集。 

在实际决策问题中，人们往往采用群决策的方式来求解 

问题。由于不同专家具有不同的偏好 ，因此最终决策结果往 

往是集结各个专家的意见。在区间值决策粗糙集模型中，必 

须考虑方案集结后带来的影响，这在阈值函数 a和口的设置 

上表现为a和口也应为区间值。另外，考虑到模型的实际语 

义性 ，其需要满足： 

! = 2 
)+(aM一 P)’ 

1)]。 

． ． ， ( --a ) 

删 丽 ’ 

证明：由 于 AVN— A ≥ 0， BP— app≥ 0，因 此 a一 

( P~一 BN) 
( 一 Ⅲ)+( 口--~pp)。 由于 一 ≤aPN— 刷≤ ‰ 一 

AL~， 一 UP≤AsP ≤ UP— LP，贝4( L~一 ‰)4-( 一 

)≤( 一 B~)+( 丑P— PP)≤( U~--it )+( --A )， 

因 此 
--

am )+ (aw--app)≤ (a PN-- am) ≤ 

—  

。 此 外，由 ∈ [0，1] 有， ( 
一  )+( 一 )。 川 ’ 田 “ ’ 伺 ’ 

j L U ， U L(a M-- a∈ LU朋， ( ‰一 )+( 一 L尸)’( 一 ‰)+ ) “ 
即 口∈[ ̂

刚  

1)]。 

， )+( 一 )⋯⋯ 、( 
! 二 
赫 )+( 一牌 )’ 

定理2 在 满 足 式 (9)给 定 的 条 件 下， ∈ 

( 一 ‰ ) 
( ‰一 )+( {5P一 

1)]。 

证 明：由 于 

( N— ~Ⅳ) 

’珊叭 —(a~——v— ——c— — u ’ ．， ( ‰一 ) 

BP≥ o， 一 aNN≥ 0，因 此 口= 

( 且N— )+(A A )。 由于 一膨 ≤；tNe ≤ 一 

， J百~一 ‰≤ --ANN≤ ‰一 ，则( --a )+(A鼻N— 

‰)≤( ~P--ae~)+(aBN aNN)≤( ～ )+( ‰一 )， 

因此 ≤ ≤ 

( 一 ‰)+( --a )。 此 外，由 口∈ [0，1]有， 

( --a‰) ( --a ) 
(．憾 --aLⅣ~)+( }5P--a )’( --a‰)+( 一胺 ) 

1]。即 

。 r (砧N— ‰) 
P ( --a )+( 一 缸)’ 

--

a 
] ( ‰)+( 

一 胺 ) 

明显地，有 

m—a。E[-0／1． ， ]： j ， 

minc j ， 
， ∈[ 脚一 j ， 

min( ( a~ - ak,N ) 
， 

∈ [0， 

1)] 

式(1O)说明，单纯的乐观决策准则和悲观决策准则只是 

区间值决策粗糙集的一个特例。 

：凳 (9)4案例分析 O≤ ≤ ‰< ≤ ‰<插 ≤ ⋯ 。 。 
式(9)表示接受正确事物的最大损失小于延迟接受正确 

事物的最小损失 ，延迟接受正确事物的最大损失小于接受错 

误事物的最小损失；拒绝错误事物的最大损失小于延迟拒绝 

错误事物的最小损失，延迟拒绝错误事物的最大损失小于接 

受错误事物的最小损失。 

下面，给出两个定理来确定 Ot和 的区间上、下确界。 

定理 1 在 满 足 式 (9)给 定 的 条 件 下，a∈ 

· 】8O · 

下面利用一个石油投资的例子来阐明区间值决策粗糙集 

的应用过程。 

在一个实际的投资问题中，是否执行一个项目，主要看它 

的期望开采结果。一个待开发的油田的结果可能有两种情 

况：发现石油和未发现石油。对于一块油田而言，决策粗糙集 

里的损失函数主要来源于其开采风险。Xie等人总结了石油 

开采过程中的风险主要分为5大类：开采能力风险、地质和技 



术风险、财政风险、环境风险和政策风险E”]。根据这 5类风 

险，Yusgiantoro和 Hsiao指出反映石油储量多少，较为重要 

的指标之一是矿床碳氢化合物的品质和含量。而所有的油田 

可以分为 3个类型：具有高含量且较少被开采的矿床需要被 

开采；具有中等含量且具有少量油储存的矿床需要谨慎开采； 

具有贫乏的碳氢化合物储藏矿床不值得开采l2 。Macmillan 

在其博士论文中也认为石油的投资决策可分为 3个部分 ：钻 

井、不钻井和延迟决策E 。 

根据决策粗糙集理论的思想，石油投资问题可用 2个状 

态集和 3个行动集来描述决策过程。对于某块油 田0 ，状态 

集 Q一{0，一0}包含某油田有油和无油两种状态；行动集A一 

{ap，aB，aN)包含投资、延迟决策和不投资 3种行动。各个专 

家通过对油田5类风险的仔细评估，可以分别给出油田的损 

失函数。由于不同专家有不同的偏好，对 5类风险的权重偏 

好也不尽相同，因此最终各损失 函数是 由区间值构成 的。 

[ LP， ]，[ ， ]，[ ， }5P]分别表示油田有油时采取行 

动 口 ，“ 和 a 下的损失区间；[ L~，AU~]，[ ，A‰]，[ ， 

‰]分别表示油田无油时采取行动 a ，a 和 nw下的损失区 

间。表2给出了6块油田的损失情况，其数值是综合相关专 

家意见得到的结果。通过表 1和式(1O)计算可得 6块油 田相 

应的a和口值，其计算结果如表3所列。 

表 2 6块油田的综合评估损失情况(u为单位损失) 

O Xf,h )kpN 

1tl 1．5u 1．95u 2u 5u 5．25u 

0．5u 1U 1．8u 2u 3．5u 4u 

0 0．5u 1u 1．2u 3u 3．5u 

1U 1．5u 2．5u 3u 4u 4．2u 

1U 1u 3．5u 4u 5．5u 6u 

2u 3u 4．5u 6u 9u 10u 

01 1U 

02 1u 

O3 2u 

04 3u 

05 0．5u 

OR 4u 

表 3 6块油田的相关阈值计算结果 

表 3清晰地给出了分别在乐观决策准则、悲观决策准则 

下， ， 和)，的取值情况，并给出了 和卢的阈值下界和阈值 

上界。可以看到，a ，a ∈[乱，伽]， ， ∈EA， ]。通过比 

较本案例6块油田可发现，az较a 的取值普遍要大， 较J8l 

的取值普遍要小，且区间长度 ，G2]要普遍大于[ ，a ]。这 

说明悲观主义者厌恶风险，它通过较大 的12'值和较小的 口值 

来避免犯错的概率；而乐观主义者偏好风险，它通过较小的 a 

值和较大的 值来博取更高的收益，但这样会增大犯错的概 

率。在实际问题中，需要比较条件概率 Pr(OI O )与a和口值 

的大小来做出最终决策。Pr(Ol O )的计算需要先验信息，其 

具体计算过程可参见文献[18]。在这里，为方便描述，表4给 

出了条件概率Pr(OlO )从 0到 1、步长为 0．1时，根据决策准 

则(P)一(N)，分别考虑(口1， )，(a2， )，(aL， )，(av， )4 

种情况下，值得投资油田(进入决策正域)的情况。 

表 4 条件概率变化下各油田是否投资情况 

从表 4可以得到，在 4种特殊情况下值得投资油田在不 

同条件概率情况下的变动情况。在实际应用中，相关阈值参 

数的取值应集结各专家的意见得出。一旦相关损失函数确 

定，则可视为区间值决策粗糙集模型的一个特殊情形，而相应 

的决策区域也随之确定。此外，对于不同风险偏好者对阈值 

参数影响的仿真实验可参见文献E43，这能够帮助决策者对实 

际问题进行灵敏度、鲁棒性等技术分析。综上所述，所提方法 

能在实际决策中快速、直观地帮助决策者做出合理的选择，具 

有一定的应用价值。 

结束语 本文从决策粗糙集出发 ，利用 区间值来设定损 

失函数，首先提出一种区间值决策粗糙集模型来处理损失函 

数是“多值”特征的问题。损失函数的上、下界分别对应了相 

关悲观主义和乐观主义的决策准则，区间决策粗糙集导出的 

相关阈值参数也应为区间值。其次，从数学上，决策粗糙集模 

型可看作区间决策粗糙集模型的一个特例，并给出阈值参数 

。和J9的上、下确界。最后通过一个石油投资案例说明了模 

型的应用过程。然而，本文对区间值决策粗糙集模型的研究 

尚在初级阶段，其相关数学性质的进一步挖掘，以及在群决策 

环境下如何利用区间值决策粗糙集来解决实际工程管理问题 

的关键技术，将在后续研究中逐步展开。 

参 考 文 献 

Ell Duda R O，Hart P E．Pattern Classification and Scene Analysis 

EM]．New York：Wiley Press，1973 

E2] Herbert J P，Yao J Criteria for choosing a rough set model 

口]．Computer and Mathematics with Application，2009，57：908— 

918 

[3] Katzberg J D，Ziarko w．Variable precision rough sets with 

asymmetric bounds[M]／／Ziarko w ed．Rough Sets，Fuzzy Sets 

and Knowledge Discovery．London：Springer，1994：167—177 

(下转第 214页) 

· 181 · 

一 c暑 三三 虬 一孙 c君 乩 

譬j一 c暑 

耋=一 扎扎-三L暑 



更新算法。算法将对原决策表的核属性更新转换为对简化决 

策表的核属性更新，并且只需扫描一次变化后的决策表便可 

对核属性进行快速更新，有效地提高了核属性 的更新效率。 

理论分析和实验结果表明，本文算法在效率和可操作性上优 

于已有的同类算法。求解核属性是属性约简的重要步骤 ，如 

何利用更新的核属性对决策表进行动态属性约简，将是下一 

步的研究重点。 
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