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基于 L 1范数的二维局部保留映射 
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摘 要 提出了一种基于I，1范数的二维局部保留映射(two-dimensional locality preserving projections based on L1一 

norm，2DLPP_L1)特征提取方法。与传统的基于 L2范数的二维局部保 留映射(2DLPP)相比，所提方法有两个优点。 

首先，由于 L1范数对噪声不敏感，因此它具有更强的抗噪声能力；其次，它不需要进行特征值分解。在两个人脸数据 

库和一个手写数字数据集上的实验结果表明，当训练集中有噪声时，所提的2DLPP-L1能够取得优于传统2DLPP的 

分类性能 。 
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Abstract This paper presented a method of two-dimensional locality preserving proiection based on L1一norm(2DLPP- 

L1)．The proposed approach has two advantages comp~ed with the conventional L2一norrn based two-dimensional locality 

preserving projection(2DLPP)．Firstly，it is more robust against outliers because L1一norm is insensitive to noises．More— 

over，it does not require the eigenvalue decomposition．Experim ents on two face databases and one hand-written digit 

dataset illustrate that compared with 2DLPP，the proposed method exhibits better performance when there are outliers 

in training sets． 
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1 引言 

特征提取被认为是模式识别和机器学习领域中一个关键 

的研究课题，它通常作为一种预处理方法来克服维数灾难难 

题。主成分分析(principal component analysis，PCA)[ ]和线 

性判别分析(1inear discriminant analysis，u)A)[2 是两种常用 

的特征提取方法。PCA的目标是寻找一个最优的正交线性 

变换 ，使数据在低维的特征空间中被进一步处理，同时保留尽 

可能多的数据信息(例如最大方差)。然而，传统的PCA是一 

种无监督的学习方法，没有考虑类别信息，无法使用训练数据 

中的判别信息。LDA通过同时最小化类内散布矩阵和最大 

化类间散布矩阵来保留判别信息，使得LDA在取得的低维空 

间中能够获得最具判别能力的投影。Martinez和 Kak指出， 

在处理实际问题时，LDA通常比 PCA更具优势[3]。例如，在 

某些人脸识别任务中，当训练数据充分时，LDA通常能够取 

得比PCA更高的分类准确率。尽管如此，他们还指出当训练 

集数据很少 时，LDA 的性能会劣 于 pCAE~。最近，He和 

Niyogi提出了一种新的特征提取方法，即局部保留映射(1o- 

cality preserving projections，LPP)。LPP能够保留数据 中暗 

含的局部结构。文献E4]指出，与 PCA和 LDA相 比，LPP表 

现出了更优的判别能力。 

以上提到的这些特征提取方法都是基于数据的向量空间 

表示形式，所以当训练数据很少时 ，经常会遇到不适定问题， 

例如，当训练集中的训练样本非常少时，PCA、LDA和 LPP 

需要的特征值分解就会产生奇异值问题。为了解决这个问 

题，目前许多的工作将上述方法推广到它们对应的矩阵表示 

形 式，如 二 维 主 成 分 分 析 (two-dimensional PCA， 

2DPCA)c5,63、二维 线 性判 别 分析 (two-dimensional LDA， 

2DLDA)E7,83和二 维局部保 留映射 (two-dimensional LPP， 

2DLPP)Ë ]均已提出。与基于向量形式的方法相比，这些基 

于矩阵形式的二维方法直接从给定的图像矩阵中提取图像特 

征，而不是在图像矩阵转化成的向量中提取。这些二维特征 

提取方法比它们的一维版本更具吸引力 ，因为它们能够取得 

更优的性能。此外，它们的计算复杂度要比相应的一维版本 

低得 多。在这 3种基于矩阵形式 的方法 中，与 2DPCA和 

2DLDA相比，2DLPP能够取得更高的识别准确率和更快的 

特征提取速度。 

上述一维和二维特征提取方法都是基于 L2范数的。然 
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而，L2范式能够放大训练数据中噪声的不良影响，因此基于 

L2范数的方法往往对噪声非常敏感。为了解决该问题，最近 

出现了基于 L1范数的 PCA(PCA-L1)[1 ，并与基于 L2范数 

的 PCA以及基于旋转不变 u 范数的PCA(R1一PCA)l13_进行 

比较。实验结果表明，在一些基准数据集和人脸重构任务 

中，PCA-L1更具优势。受到 PCA L1的启发，Pang等人提出 

了基于 U 范数的张量分析方法 (TPCA-L1)l】 和基于 L1范 

数的 LPP(I PP-L1)l1 。他们通过实验表明，所提出的两种 

基于 L1范数的方法与相应的基于 L2范数的方法相比，都取 

得了更优的性能。此外，u 等人提出了基于 L1范数的 

2I)PCA(2DI A_u)[1 ，其与PCA-L1以及传统的基于 L2 

范数的2DPCA(2DPCA-L2)相比，具有诸多优点。通过使用 

旋转不变性 U 范数。I i等人[” 提出了 R1一LDA、R1—2DLDA 

和 R1一TLDA。这些方法的一个局限性是，它们都需要通过特 

征值分解来获得特征投影，这就使得上述算法经常会遇到奇 

异值问题 ，从而变得不稳定。 

受 2DPC~L1[1 6l的启发，使用u 范数代替传统 2DLPP 

中的 L2范数，从而提出基于 Ll范数的2DLPP(2DLPP-L1)。 

与2DLPP相比，所提方法有两个优点： 

鲁棒的抗噪声能力：因为 L1范数对噪声不敏感，所以所 

提的 2DLPP-I 1比基于L2范式的 2DLPP具有更强的抗噪声 

能力 ； 

避免了特征值分解：2DLPP必须用特征值分解来提取特 

征向量 ，这可能会引发奇异值问题。提出的 2DI PP-L1则不 

同，它不需要进行特征值分解，而是使用一个迭代算法来获得 

最优映射。 

提出的 2DI PP-L1也 比它的一维版本 LPP-L1更具优 

势。LPP I l尽管也具有鲁棒的抗噪声能力且不需要进行特 

征值分解，但是不能充分利用图像的空间信息，因为它将图片 

的二维几何信息 退化到高维 的一维 向量 中。相 比而 言， 

2DLPP L1将图片自然地表示成矩阵形式，取得了更多的空 

间信息。 

本文第2节简要地回顾了传统的2DLPP算法；第 3节详 

细阐述了所提的 2DLPP-L1方法；对于一个有监督学习任务 ， 

第4节描述了特征提取和分类的过程；第 5节使用相关实验 

验证了所提方法在带有噪声的数据集上能够取得优于另外 3 

个相关模型的性能；最后给出了概括性总结和对未来研究工 

作的建议。 

2 2DLPP 

2DLPP是一种基于矩阵的特征提取方法 ，可以看成是 

LPP的二维扩展模型。在 2DLPP中，存在于图像矩阵中的 

局部信息可以保留到获得的二维子空间中。为了得到最优的 

投影向量 ，最小化下面的目标函数： 
N ～ 

∑ Il-yf--yj II 

式中，ll·lj2是 L2范数 ；Y 一Xf 是图像X 投影后的特征 

向量，S 是图像x 和x 之间的相似度，它的具体定义形式可 

参见文献[9]。通过数学推导，式(1)中最小化问题的解可以 

通过求解下面的特征值分解问题获得E ： 

(工 I )Xw= (I) I )Xw (2) 

式中， 一[Ⅺ ，Ⅺ ，⋯， ]，D是一个对角阵，其元素为 
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D／i一善岛，L—D—S为拉普拉斯矩阵，So一％， 是Krone～ 
cker积。 是一个 m×m的单位矩阵。详细的推导可参见 

文献[9—11]。 

3 基于 L1范数的 2DLPP 

本节首先对所提的 2DLPP-L1方法加以公式化描述，然 

后证明其收敛性，最后描述 2DLPP-L1具体的算法实现。 

3．1 问题的数学描述 

设 X 表示一个 m× 像素的图片，其中 —l，2，⋯，N， 

表示一个 维的单位列向量。每张图片 X 在 上的投影定 

义为： 

f ] 
Y — 硼= l i l叫 (3) 

l J 
式中，Y ∈ 称为投影特征 ，．z ∈ 足 X 的第 z个行向 

量。与文献[15]中的定义类似，X 和 x，之间的不相似度 d 

定义为： 

一 1一S ， (4) 

式中，S 为 X 和x 的相似度，其定义如下： 

S 

』eXp( )， 瓮慧 
l0， 其他 

(5) 

注意，这里定义的相似度还有其它的定义形式，详细描述 

可参见文献[9]中的有关内容。式(5)l丰I的参数 )，可预定义 

为 ： 

7=CXmax(1『X—x『ll；) ( ， =l，2，⋯，N) (6) 

式中，C是一个合适的常数。 

因此，2DLPP-L1中需要被最大化的目标函数可以表示 

为： 

g(训)=蚤善II yi-- Il do (7) 
式中，ll·J{ 是u 范数。将式(3)代人式(7)，可得： 

g(删)一 ll x叫一xj l【l幽 

一 ∑五 ∑f 32 ∞一 ld 
z一 1 一 1 l一 1 

一 ∑ 
． 
j(z 一 )训 d (8) 

i一1 J一1 —l 

为了去掉式(8)中的绝对值符号，定义了如下一个极性函 

数 Pol： 

一 』 0 (9) 一I
一 1， 如果(飘一如 ) o 

将式(9)代入式(8)，并且考虑到 一1，2DLPP-L1的 

最优化问题为： 

g‘ 一 善暑 一 (1o) 
【s．t． 一l 

如文献[12]中的描述和证明，在第 +1次迭代中最优的 

w(t+1)的更新公式也可类似地给出： 

Iji)’d 
— — ， 11) 

) d 

妇一 黝 (一( ∽一∽ 

∑㈦ 

∑ 

Ⅳ∑ ∑ 



 

完成 ( +1)的更新后，第 +1次迭代的 P 可由下式 

给出： 

Pijl(t+1)=』 件D>0 (12) 1
一 l，如 ( ：) ( +1)≤0 

3．2 收敛性性质 

受 KwakE ]提出的 PCA-L1收敛性定理以及 Pang等人 

关于 LPP L1的收敛性定理和证明[ ]的启发，将 2DLPP-L1 

的收敛性性质描述如下。 

定理 1 设投影向量和极性函数的更新公式分别 由式 

(11)和式(12)定义，则投影 向量 ZU收敛到式(8)的一个局部 

最大值点。 

证明：根据 Kwak在文献[12]中给出的证明，只需要证明 

g( ( +1))≥g(训(f))。从式(12)中极性函数的定义以及 

d ≥O，可知： 

P (￡+1)(黝 一z， ) ( 4-1)d ≥O (13) 

然而，可有下式成立： 

p ( )(z 一 )叫( +1)do≤O (14) 

进而可得： 

g(叫( +1))一∑户 (t+1)(z 乃 )w(t--1) 
z，J·l 

≥ ∑户 (￡)(xil一 ) (f+1) (15) 
z’Jt￡ 

用式(11)代替 等号右面的训(￡+1)，则有： 

∑ (f)( 一 )训(￡+1) 

一 ll∑户 ( )( 一z，f) Jj 2 (16) 
f ， ' ￡ 

并且， 

ll∑户 (￡)( 一 ，) fl z≥ 

l1)2p (f)( f) II 2×COS(∑P (￡)(勋一 

乃 )Td ，∑户 (￡ 1)( f) d4> 

一 [∑户 (f)( 一 ) ] 

∑p倒(t--1)(-z 一 ) 如 

II∑ (t--1)( 一 ) 如 ll z 

一 ∑户 (￡)( 一 )dow(t)一g( (￡)) (17) 

因此，可得 g(叫( +1))≥g(训(￡))，证毕。 

3．3 2DLPP-L1算法 

使用 2DLPP-L1提取单个投影特征向量的过程概括在了 

算法 1中。这里需要强调的是，算法 】仅能提取第一个投影 

向量 W。因此，对于某个图像 X，只能得到一个向量形式的 

特征向量 Y 。 

算法 1 用于提取单个投影特征向量的 2DLPP-I 1 

输入：二维图像因素{x，∈ } ，不相似度矩阵(d。 ) N 

输出：最优投影向量 w ∈ 

初始化：投影向量 w(O)中的元素随机地从(0，1)中选取，设 w(0)一 

w(O)／ll w(o)lI )，t=o且 falg—o 

while(flag= O)do 

Step 1 if(x．1一 xjI)w(t)> O then 

P 1(t)一 1 

else 

1(t)一 一 1。 

endif 

Step 2 令 t—t+l，w(t)。_ lJII( 1 】) doN_w(t)一w(t)／ w(t)ll 2。 
’J'I 

Step 3 if w(t)一 w(t一 1)then 

if存在(x l一一x，1)w(t)==0 then 

令 w(t)一[w(t)+△w]／ll w(t)+△w ll 2，返回Step 1。 

endif 

令 flag一1。 

endif 

end while 

w 一 w(t) 

然而，在许多特征提取任务中，仅用一个主投影特征向量 

来重构原始数据集或者图像集的信息是不够的。因此，为了 

使 2DI PP-L1能够提取多个投影特征向量，将算法 l加以扩 

展，并将特征提取过程概括在算法 2中。 

算法 2 用于提取多个投影特征向量的 2DLPP-L1 

输入：二维图像集{Xi∈9 )N_1，不相似度矩阵(d．；)N×N 

输出：最优投影矩阵W =[w ，w ，⋯， ]C-- 刈 

初始化：令 W0=off ，Z 一[x 一 ] 

for r一 1 to d do 

z z ”-z6 ”w 1w 1 

通过执行算法 1中的步骤寻找最优的投影向量 w ，令 w 一w／ 

endfor 

W 一[w，，w ，⋯，、硝 ] 

与 LPP-L1[“ 类似，从算法 2中可以观察到 2DI PP_Ll需 

将原始图像集{X } N 转化成它们对应的差异矩阵，即{X — 

} 。此外 ，当使用 2DLPP-L1提取多个投影特征 向量时， 

需将差异矩阵看作一个整体来处理。 

4 特征提取和分类 

给定一个训练图像集 {X } N ，2DLPP-L1寻找 d个最佳 

的投影向量 ，w2，⋯，谢 ，它们是矩阵 的列向量。对 

于一个给定的图像 ，可通过以下方式获得其投影特征矩阵 

： 

一 W (18) 

式中， 一[ ，lyl，⋯， ]∈ 称作图像 的特征矩阵。 

因此，对于一个给定的训练图像集{X }一N ，可以获得 N 

个特征矩阵，即y1， ，⋯，y~。本文中使用最近邻分类器(1一 

nearest neighbor classifier，1NN)来分类。给定两个特征矩阵 

和y，，它们之间的距离定义如下： 

d d 厂 —————————一  

d(Yi， )一墨 一 ll z一 善( 一 ) (19) 
式中， 一[ ， ，⋯， ] 。因此，假设{X} 的特征 

矩阵为{ } ，其中每个矩阵对应的类标为 。对于一个测 

试图片 X，它的特征矩阵为 y。如果 (y， )一min(Y， )并 

且训练图片 X 的类标是 ，该测试图片 X就被划分到 

类。 

5 实验结果 

以下实验中所有的代码都是使用 MATLAB语言编写 

的。为了验证所提 2DLPPL1方法的有效性，在 3个图像数 

据库，即ORL(AT&T)人脸数据库、Yale人脸数据库和手写 

数字数据集上进行了实验，并与现有的方法进行了比较。在 

下面的 3个实验 中，部分训 练图 片被 加入 噪声，以测 试 

2DLPP-L1的鲁 棒 性。对 于 2DLPP L2(基 于 L2范 数 的 

2DLPP，即传统2DLPP)和2DLPP L1，式(6)中的常数c决定 

着热核中的参数 )，。在实验中将常数 C设置为 2000。值得一 

提的是，实验中参与比较的方法都是基于矩阵形式的二维特 

· 203 · 



征提取方法。我们没有将所提方法与基于 L2范数的2DLDA 

进行对比，原因是 2DLDA使用了类别信息，而 2DLPP-L1没 

有使用任何判别信息。 

5．1 在 ORL人脸数据库上的实验结果 

ORL(AT&T)人脸数据库”由 1O个人 的 400张图片组 

成，每个人4O张图片。这400张图片都是像素为 112×92的 

灰度图像。为了降低计算复杂度，所有的图片都裁剪为56x 

46像素的图片。实验 中，选取每个人 的前 2张图片进行训 

练，剩余图片用来测试，则在训练集中共有 8O张图片，在测试 

集中有 320张图片。 

为了测试 2DLP~I 1的鲁棒性，从训练集中随机选取 

1O 的图片加入噪声。与文献[12]中使用的噪声生成方法相 

同，在每张带有噪声的图片中，长方形噪声的大小是随机的， 

且噪声在随机选取的训练图片中的位置也是随机的。长方形 

噪声的大小被随机地设置在 14×12到 56×46像素之间。长 

方形噪声中的点被随机地设置为黑白点。图 1展示了 8张噪 

声图片。对于 2DLPP-L2和 2DLPP-L1，在构建相似矩阵时 

的近邻个数被设置为 1。 

圈圈墨■ 
圈圈一圆 
图 1 ORL人脸数据库训练集中的噪声图片 

当投影向量的数 目不同时，4种不同方法在测试集上的 

识别误差率如图2所示。从图2中可以观察到，2DLPP-I 1、 

2DPCA-L2(基于 L2范式的 2DPCA，即 2DPCA)、2DPCA-L1 

和 2DLPP-L2的最 低 错误 率 分 别 为 l5．63％、15．94 、 

16．88 和 46．88 。与 2DLP~L2相比，所提 2DLPP_L1的 

错误率 更低，抗 噪声 能力更强。此外，与 2DPLCA-L2和 

2DI CA_u 相比，2DLPP-L1取得了更优的识别性能。 

{ 

l 
§ 

} 

图 2 在 ORL人脸数据库测试集上不同方法的识别误差率 

5．2 在 Yale人脸数据库上的实验结果 

Yale人脸数据库 ’由 15个人的 165张图片组成 ，每个人 

各有 11张不同的照片。Yale数据库中这些图片都是灰度图 

像，图像的原始大小为 243×320像素。在预处理步骤中，人 

工地剪裁这些图片，并调整为 40x 5O像素。然后 ，使用 5折 

交叉验证来测试 2DLPP-L1的性能。也就是说，这个图片集 

被平均分为 5组，其中4组图片用来训练，余下的一组用来测 

试。最后的测试误差率是这5次实验的平均测试误差率。为 

了检验 2DLPP-L1的鲁棒性，在每次实验中，随机选择训练集 

中的 12张图片来生成噪声图片。生成噪声的方法与 5．1节 

中的方法类似。图 3展示 了在最后一次实验中训练集的 12 

张噪声图片。在 2DLPP-L2和 2DLPP-L1中，构建相似矩阵 

时的近邻个数均设置为3。 

冒圈露 墨曩 
一曩麓簋豳誓 
图3 Yale人脸数据库训练集中的噪声图片 

2DI CA_L2、2DPCA-L1、2DLP~L2和 2DLPP L1 4种方 

法在Yale人脸数据库上的实验结果概括在表 1中。在表 1 

中对比了投影矩阵维数均取 5O×4时的分类误差率。从表 1 

的结果中可以发现，与其他 3种方法相比，2DLPP-L1取得了 

最好的泛化性能。表 1中的试验结果同时展示 了参数相同 

时，2DLPP-L1比2DLPP-L2具有更强的抗噪声能力。 

表 1 在 Yale人脸数据库上 4种不同方法的测试误差率 

5．3 在手写数字数据库上的实验结果 

手写数字数据库 包含 1404张、数字 O～9及大写字母 A 

～ Z的二值图片。其中，每个数字或大写字母都有 39张图 

片。在这个实验中，只使用数字图片，则共有 10类样本和 

390张图片。这 390张图片均为 2Ox l6像素的二值图片(即 

每个像素值非 0则 1)。我们仍然使用 5折交叉验证法来测 

试所有方法的性能。此外，在每次实验中，随机地从训练集中 

选择 3O个图片来生成噪声图片。为了生成噪声图片，在每张 

图片中随机选择 32个像素点并将它们的像素值取反，即如果 

像素值是 1就置成 0，如果像素值为 0就置为 1。图 4展示了 

在第一次实验中训练集生成的 30张噪声图片。在这个实验 

中，2DLPP-L2和 2DLPP-L1构建相似矩阵时的近邻个数均 

设为 8。2I)I’CA_L2、2I)l CA_L1、2DLP~L2和 2DLpp-P1 4 

种方法在手写数字数据库上的实验结果如表 2所列。 

1 http：?7wwW．c1．caln,ac．uk／research／dtg／attarchive／facedatabase．html 

http：／／cvc．yale．edu／pr0jects／yalefaces／yalefaces．html 

http： fwww．cs．nyu．edu／~roweis／data／ 
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翮 固 孵 睁 
豳 蓉霹 窿嗣 
鬻爨 婚醣戳裔墓墓 
图4 手写数字数据库训练集中的噪声图片 

表 2 在手写数字数据库上4种不同方法的测试误差率 
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到的css的过程中，仍需要根据实际情况进行具体分析。然 

而，提出完备的 SFS形式化推演规则是基于 CSS的 DFT定 

性分析方法的最终目标，因为基于该推演规则，可以利用计算 

机辅助方法自动完成 CSS的定性分析，进而快速给出动态系 

统中导致顶事件失效的基本事件动态失效模式。 
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结束语 受 2DPCA—U 的启发，本文提出了 2DLPLP_ 

L1。2DLPP L1使用的是 U 范数而非L2范数，这样 2DLPP- 

u 就具有了更强的抗噪声能力。另外，2DLPP-L1使用迭代 

方法来寻找最优的投影向量，避免了复杂的特征值分饵 ，从而 

不会出现奇异值问题。与传统的 2DLPDI 2相比，所提出的 

2DLPP-L1抗噪声能力更强。与 2DPCA-I 2和 2DPC L】相 

比，2DLPP-L1也表现出了更优的识别性能。 

为了使所提方法更具吸引力，在以后的工作中，我们会从 

以下两个方面对 2DLPP-L1加以研究和探讨。首先 ，2DI pp- 

u 需要将原始的数据集转化成由差异向量构成的矩阵。而 

基于差异 向量的迭代过程非 常耗 时，下 一步我们会减小 

2DLPP-L1的时间复杂度并将之应用于大规模数据集；第二， 

2DLPP L1没有考虑类别信息。在以后的工作 中，我们将对 

利用判别信息的监督 2DI PP-L1加以研究。 
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