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图的树分解及其算法应用研究进展 

高文字 李绍华 

(广东商学院信息学院 广州 510320) 

摘 要 图的树宽和树分解是图子式理论中发展起来的两个重要概念。图的树分解由于其本身的特性使得它在算法 

设计中有着极其重要的意义。从 图的树宽特性、图的树分解算法、图的树分解在复杂算法问题求解中的应用等方面对 

近年来的相关研究进展做 了深入的分析和介绍，结合一些简洁的实例分析了一些重要的原理和方法，讨论了其中的一 

些问题，并给出了今后的一些研究方向。 
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Tree Decomposition and its Applications in Algorithms：Survey 

GA0 W en-yu LI Shao-hua 

(School of Computer Science，Guangdong University of Business Studies，Guangzhou 510320，China) 

Abstract Tree width and tree decomposition are two important concepts developed by graph minor theory．Because of 

its own characteristics，tree decomposition plays an important role in algorithm design．The tree width of graph，tree de— 

composition algorithm，applications of tree decomposition algorithm  for problem solving in a complex problems were 

deeply analysed．Three aspects of the rdated research in recent years were given a thorough analysis and presentation， 

and a number of important principles and methods were presented by some sim ple examples．Furthermore，a few future 

research issues were outlined． 

Keywords Graph minor，Tree width，Tree decomposition，Parameterized algorithm，Approximation algorithm 

1 引言 2 图的树宽特性 

无论是在网络还是人工智能应用中，抑或社会经济领域， 

都存在着大量的组合优化问题 ，其中很多都是 NP完全 问 

题[]]。求解这些 NP完全问题，目前还没有有效的确定性算 

法。过去在应用领域多采用近似算法求解，某些近似算法在 

实际应用中也确实能取得非常好的效果。近年来发展起来的 

参数计算理论[2 ]对一些 NP问题的求解提供了一些新的思 

路。伴随着参数计算理论的发展，也产生了一些新的算法设 

计技巧和方法 ，如核心化 、有限搜索树等。而在 20世纪 8O年 

代发展起来的图子式理论 (Graph Minor)l4 也为参数算法 

的研究提供了有力的支持。图子式理论从一开始就与算法理 

论密切相关 ，并对算法研究产生了深远的影响。一方面借助 

图子式理论可以用一种非构造的方式从理论上证明某些问题 

的参数算法的存在性 ；另一方面图子式理论也发展出一些有 

效的算法设计技术，其中图的树宽(Tree width)和图的树分 

解(Tree decomposition)是 图子式理论 中引人的两个重要概 

念。图的树宽和树分解的引入给算法的分析和设计带来了一 

些新的思路。某些 NP问题，若将其限定在有限树宽的图中， 

则其求解是可行的。也就是说 ，通过对图进行树分解 ，若图的 

树宽是有限的，则存在有效的多项式求解算法，这对于很多场 

合的实际应用问题有着重要的意义。 

2．1 图的树宽定义 

图子式理论是 2O世纪 80年代发展起来的一个重要的图 

理论分支，其理论体系散见于从 1983年开始直至现在的 20 

余篇论文中l10_。从一开始，图子式理论就受到了算法研究者 

的密切关注。参数计算研究的先驱 Fellows等人在 2O世纪 

8O年代末就研究了图子式理论在算法设计和分析中的应用， 

借助于该理论对众多组合优化问题的判定问题给出了其多项 

式判定算法的存在性证明l_1 ，并研究了如何将判定算法转化 

为求最优解的构造性算法的方法[1 。 

例如 ，对于最多叶子生成树问题_1 ，给定一个图集 F，若 

F中的图没有哪一个具有一棵生成树，使得该生成树有大于 

等于 k个叶子节点，则根据子式运算 (Minor)的规则 ，图集 F 

中任意图的子式也不会有叶子节点数大于等于 k的生成树 ， 

这种特性称为图集 F关于子式运算封闭。那么根据图子式 

定理，图集F的障碍集(Obstructions)是有限的，而且可以在 

多项式时间内识别出这些障碍集，因此最多叶子生成树问题 

可以在多项式时间内判定。 

但遗憾的是，利用图子式理论进行的研究主要是证明了 

解决问题的时间复杂度上限，其方法是非构造性的理论证明， 

即可以证明这个多项式时间判定算法是存在的，但并不知道 

这个算法的任何细节。也就是说，我们需要去寻找一个可行 
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的构造性算法，而且利用子式运算的判定算法的复杂度中包 

含着极大的常数因子，这使得这类算法在实际应用中存在问 

题。 

而伴随着图子式理论的建立也发展出很多有效的算法设 

计技术 ，众多研究者对图子式理论的算法应用做了深入的研 

究和介绍Ei~-17]。其中图的树宽和图的树分解是图子式理论 

中对算法研究有着深远影响的两个概念。 

定义 1(图的树分解及树宽) 设 G(V，E)是一个无向简 

单图(无自环、无重边)，则图G的树分解由树 T和 T的每一 

个节点 t关联的子集X V构成(称这些子集 墨 是树分解的 

片段)。树 T和片段集{ ：tE T)满足以下 3个条件： 

(1)U(X，：tE T)一 ，即全部片段集 xf中包含的节点涵 

盖了图G的所有节点，或者说图 G的每一个节点至少属于某 

一 个片段X，。 

(2)对图 G的每一条边 ∈E，至少存在一个片段 X 包含 

的两个端点。 

(3)若 ￡1，￡2， 3是树 T的 3个节点 ，其中 2在 1到 ￡3的 

路径上 ，那么，若 G的节点 属于X 和 ，则 也一定属于 

Xf2。 

树分解的宽度等于 max(1 X l一1：t∈ 。图 G的树宽 

就是 G的最小树分解的宽度 ，即在图 G的所有树分解 中，具 

有最小宽度的树分解的宽度称为图 G的树宽。 

图的树宽和弦图有着密切的关系。事实上，借助于弦图 

可以给出树宽的一个等价定义，即给定图G，则图G的树宽为 

图 G的所有超弦图 H 中最小的一个的最大团的大小减 1。 

任意给定一个图G，都存在着一个平凡的树分解 ，该树分 

解仅包含一个片段，该片段包含图 G的所有节点。很容易验 

证这个平凡的树分解是满足树分解定义中的 3个条件的。但 

是这个平凡的树分解对于算法问题的求解没有任何作用，因 

此我们需要找到非平凡的树分解，而且是宽度尽量小的树分 

解。 

2．2 一些特殊图的树宽 

结论 1 树的树宽为 1。 

证明：对于一个满足树的定义的图 G(简称树图 G)，可以 

按如下方式来构造一个树分解(T，x)，树分解中的树 丁与树 

图G的结构完全一样，每个 X 包含 T和树图G对应位置的 

节点及其父节点，T的根节点对应 的X 包含树图 G的根节 

点及其任意一个孩子节点。容易验证这样的树分解满足图的 

树分解定义中的 3个条件，而树分解中每个 X 都只包含 2个 

节点，因此这个树分解的宽度为 1。 

图 1给出了一个示例，图 1(a)是一个树 图 G，图 1(b)是 

该树图的树分解(T，X)。 

(a)树图G (b)树图的树分解(T，X) 

图 1 树图及其树分解 

结论2 序列平行图(Series-parallel graphs，SPG)的树宽 

为 2。 

所谓序列平行图可以定义如下：仅包含一条边的图是一 

个序列平行图。任意给定一个序列平行图，可以通过如下方 

式得到一个新的序列平行图，即在原图中增加某一条边的平 

行边，或将原有的某一条边从中间分开，在中间添加一个新的 

节点。因此所有的序列平行图都可以从最初的一条边通过不 

断地添加平行边和分割边来产生。 

证明：(1)因为任何 SPG的生成都可以由一条边通过增 

加平行边和分割一条边这两个操作来得到，所以增加平行边 

对树分解无影响。因为平行边所依附的两个节点是一样的， 

所以包含平行边和不包含平行边的图的树分解是一样的。 

因此下面考虑边的分割操作。 

(2)采用数学归纳法。假设某个 SPG的树宽为 2，则只需 

证明对该图任意一条边进行分割操作后，新的 SPG图的树宽 

还是 2。 

(3)假设(T，X)是图 G的一个树分解，树宽为 2， 一 为 

图G的一条边。现在对边 一 进行分割操作，即 一 变成 

两条相邻的边 一叫和 W一 ，以及一个新的节点 W，得到新 

图 G 。 

(4)设 r是原图G的树分解(T，X)中的树 T上的一个节 

点，且 ， ∈xr。现在构造一棵新的树 ， 包含 丁，并且增加 

一 条边 r—q，q是一个新节点。在树 中，令 一五(Vt∈ 

V(T))，且 一{ ， ，W}，容易验证( ，y)是图 G，的一个树 

分解，且该树分解的宽度也是 2。因为树 的其它节点的基 

数没变，而新增节点 g的基数为 3(因为 一{ ， ，W})，所以 

树分解( ，y)的宽度仍为 2。 

结论 3 网格图(m-grid)的树宽为 m。 

证明略。 

网格图在图子式理论及算法应用中都有着重要 的地位， 

因为任意 个节点的平面图一定是m-grid的子式(m— * 

)。 

从前面对几种特殊图的分析中可以看出，图的某些约束 

和特性与图的树宽有着密切的联系。类似的结论还包括确定 

弦图(chordal graph)、排列图(permutation graph)等的树宽。 

3 图的树宽及树分解在算法设计中的应用 

树分解在众多领域有着重要 的意义，在人工智能和概率 

推理领域称为团树(Clique tree)，在关系数据库领域称为连接 

树(Join tree)。 

图2展示了一个图G(见图 2(a))和它的一个树分解(见 

图 2(b))，该树分解的宽度为 2。 

(a)图G (b)图 G的树分解 

图 2 图及 图的树分解 

结合图 2来分析树分解的特性。树分解的意义在于将一 

个图转换成一个类似于树的结构。我们知道，在一棵树中删 

去一条边，则原来的树被分成两个连通分量；若在树中删去一 

个节点，则原来的树被分成若干个连通分量(连通分量的个数 

等于该节点的度)。那么对于图 G的树分解，若在图 G中删 

去树分解中某个片段包含的节点(如图 2(b)中片段 {v4，v5， 
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v7)包含的 3个节点)，则图 G被分成若干个不相交的连通分 

量 ；若在图 G中删去树分解的树 T中某条边关联的两个片段 

的交集(如图 2(b)中片段 {v6，讲，v9)和片段 {口7，调}的交 

集)，则图 G被分成至少两个不相交的连通分量。 

从树分解的特性可以看出，通过树分解可以将原图G的 

节点划分为有限相关的节点集。这样在面对某些图问题时， 

可以将图分解成若干部分，然后在每部分上独立求解 ，最后再 

结合起来。因此利用树分解求解一些复杂的图问题(甚至是 

NP难问题)的步骤就是首先对图进行树分解(若树分解得到 

的宽度较小)，然后采用动态规划求解原问题。 

在文献E18—24]中研究 了如何利用树分解来求解一些组 

合优化问题，在文献[25，26]中探讨了利用树分解来解决一些 

计算生物学中的问题，在文献EB7，28]中利用树分解来求解受 

约束的可满足性问题。在人工智能和概率推理领域，树分解 

又称为团树。文献E29—3z-1讨论 了利用树分解来提高推理效 

率。 

利用树分解来求解一些复杂组合优化问题，通常的做法 

是首先选定树分解(T，X)中树 T的一个节点r作为根节点， 

对任意 tET，用 表示 T 中以t为根的子树，而节点集 U 

{ ：口∈V( )}中的节点只能通过 Xf与图G中的其余节点 

相连。若树分解(T，Jx)的宽度为 W，则 X 中最多包含 (训+ 

1)个节点。设 y，=U{ ： ∈ ( )}，用 G 表示由 诱导 

的G的子图。例如对于点覆盖问题E 3 3l，若已知一个图G的树 

分解(T，x)，则该树分解的宽度为 w(w为一较小的常数)。 

对于 x，的每一个子集z，用 f(Z，￡)表示 G 包含 z的最小点 

覆盖集的势，则一个有着 2 项的表可以用来记录每一个 t 

的这些信息。不难看出，沿着树 T自底向上可以很方便地更 

新这些表。而根据树根 r对应的表求 rain{f(Z，r)：Z )， 

就能得到点覆盖问题的解。 

4 图的树分解算法 

从前面的分析中可知，利用树分解能在某些限定条件下 

(有限树宽)有效地解决一些复杂的问题。而且现实世界中的 

很多问题所涉及的图的规模虽然很大，但常常具有有限的、很 

小的树宽。例如一个 1000个节点的网络 ，其树宽可能仅为 

4[3 
。 在这种情况下，我们利用树分解可以很容易地解决 以 

该网络为背景的各种复杂问题。 

然而，对于一个给定的图如何得知它的树宽以及对应 的 

树分解呢?对某些特殊图，很容易得到它们的树宽。如树 的 

树宽为1，序列平行图的树宽为 2， 网格图的树宽为m。但 

对于一般的图，计算图的树宽是 NP难的。不过根据图子式 

理论 ，树宽不超过 k的图集是子式运算封闭的，因此是多项式 

时间可检验的。文献[35]中给出了一个树分解算法，对于给 

定的常数 k，该算法可以在线性时间下判定一个图的树宽要 

么大于k，要么给出该图的一个树分解，使得树分解的宽度小 

于等于k。然而在实际应用中，该算法中隐藏在线性时间复 

杂度中的巨大的常数因子使得其本身并不可行。文献E36]通 

过实验也验证了这一点。 

那么在实际应用中又要如何计算树宽呢?通常可以采用 

启发式算法构造树分解，从而得到近似最优的树宽。事实上， 

求解图的树宽的近似算法也是多年来的一个热点研究领域。 

一 方面树分解在众多研究领域都有着重要的用途，另一方面 
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求解近似树宽时涉及到的一些问题本身也是 NP难的。因 

此，如何构造一个更有效的树分解算法 ，也是一个具有挑战性 

的开放问题。在过去的研究中，构造树分解的启发式方法通 

常有如下两类。 

第一类是利用消元顺序(Elimination ordering)来构造树 

分解的启发式算法。所谓消元(Elimination)就是在无向图G 

中删除一个节点 7-)以及与节点 关联的边，同时在剩下 的图 

中补充一些边，使得 原来的邻节点能构成一个团(Clique)。 

通过在初始的图 G中逐个消元图G的所有节点，就可以得到 

一 个消元顺序，根据这个消元顺序便能构造出图 G的一个树 

分解。问题的关键在于不同的消元顺序可以得到不同的树分 

解，而求解最优消元顺序也是 NP难的，所以也需要采用启发 

式方法 ，如最大势搜索(Maximum Cardinality Search)E 及其 

改进算法_3 、词典广度优先搜索(Lexicographic Breadth First 

Search)[39,40]、最小缺边搜索 (Minimum Deficiency Search， 

咖 )S)[41,42]，以及其它一些利用消元顺序的启发式算法[43-46]。 

第二类是利用割集(Separator)来构造树分解的启发式算 

法 ，即通过在初始图中寻找一些割集来构造树分解。所谓割 

集就是连通图G的节点集的一个子集，记为s，若在原图G中 

删除s所包含的节点和关联的边，则剩余图变为至少两个连 

通分量 。这样的节点集 S称为图G的一个割集。 

由于图的割集可以将 图分割为两个以上的连通分量，因 

此可以利用割集递归地分割图，并在分割后的连通分量里构 

造树分解，最终把不同连通分量中的树分解合并在一起 。事 

实上，寻找割集涉及到图的一些全局特性，因此这类启发式方 

法通常较利用消元顺序的方法更为有效，但同时也更复杂。 

文献E47—54]中的算法都是这一类型。 

结束语 图的树宽和图的树分解是图子式理论中发展起 

来的重要概念，在其他研究领域有着类似的概念，如概率推理 

中的团树、数据库中的联合树等。图的树分解由于其本身的 

特性使得它在算法设计中有着极其重要的意义。本文对近年 

来图的树分解算法、图的树分解在复杂算法问题求解中的应 

用研究进展做了一个简要的介绍。在今后的研究 中，我们可 

以从以下几个方面找到一些有价值的研究问题 。 

(1)图的树宽与图的其它特性之间的联系。虽然计算图 

的树宽是 NP难的问题，然而一些特殊图的树宽却是确定 的， 

如前面提到的树、舯 网格图等。因此可以研究一些特殊 图的 

树宽，例如节点的度受限的图的树宽、包含或者不包含某些特 

定子式的图的树宽，通过分析这些特殊图的树宽特性来发现 

一 些影响图的树宽的因素。然后逐步建立起图的树宽与图的 

其它特性的联系，例如图的树宽与图中节点的度，与图中的割 

点、割集，与图中的团，与图的生成树的叶子数等之间的联系， 

因为这能帮助我们在某些特定的应用场合快速地判断图的树 

宽。另外，研究图的树宽特性有助于从“广义上”对图的连通 

性形成更为深刻的理解 。图的树分解将图变成了一棵“树”， 

因此给涉及连通性的问题带来了更多的求解方法。通过对图 

的树宽特性的分析和研究也可以帮助我们发展出一些新的参 

数算法设计和分析的技巧。 

(2)图的树分解算法。求图的树宽是一个 NP问题，但现 

在已有一些图的树分解算法，能对给定的图构造出一个树分 

解，虽然不一定是最优的，但在实际应用中有重要的用途。分 

析和比较现有树分解算法有重要的应用意义。 



 

在充分研究图的树宽特性的基础上，应设计更好的树分 

解算法，以更好地逼近图的树宽。同时从理论上分析树分解 

算法的性能，即算法构造出的树分解所得的“宽度”的上、下界 

以及与图的树宽的近似比。这些分析有助于确定实际问题中 

后继求解算法的可行性。另外，还可以利用图的一些特性设 

计一些图的预处理方法，从而提高树分解的效率和性能。 

(3)图的树分解在复杂算法问题 中的应用。前面提到，在 

实际应用背景中很多图的树宽都是较小的，因此利用树分解 

来求解一些复杂算法问题是非常有意义的。对图的覆盖、支 

配问题的连通性变形问题如连通点覆盖、连通支配集等，由于 

受到连通性这样的全局特性的约束，使得一些常规的算法优 

化技术难以实施 。然而，可以通过树分解将原问题分割为有 

限相关的若干子问题，然后采用动态规划求解。 
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