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摘　要　为了更好地提高收敛的速度和精度,提出一种终态神经网络(TNN)及其加速形式(ATNN)的求解方法.该

网络求解方法具有终态吸引特性,能够在有限的时间内得到时变矩阵的有效解.相比于具有渐近收敛动态特性的神

经网络,该神经网络方法具有有限时间收敛性,不仅能够改变收敛速度,而且能达到较高的收敛精度.将３种不同的

神经网络方法用于求解时变 Sylvester动态方程;同时,以终态神 经 网 络 求 解 二 次 优 化 问 题,实 现 冗 余 机 械 臂 KaＧ

tana６M１８０有限时间收敛的重复运动规划任务.仿真结果验证了终态神经网络方法的有效性.
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Abstract　Inordertoimprovetheconvergencerateandconvergenceprecision,amethodfornewtypesofterminalneuＧ

ralnetwork(TNN)anditsacceleratedform (ATNN)wasproposed．Thismethodhasterminalattractorcharacteristics

andcangeteffectivesolutionfortimeＧvaryingmatrixinfinitetime．IncontrasttotheANN,it’sprovedthatTNNcan

acceleratetheconvergence,speedandachievefiniteＧtimeconvergence．Itnotonlyimprovestherateofconvergence,but

alsoresultsinhighcomputingprecision．ThedynamicequationsoftimeＧvaryingSylvesteraresolvedbyANN,TNNand

ATNNmodelsrespectively．Inaddition,theterminalneuralnetworkmodelsareappliedinKatana６M１８０manipulatorto

demonstratetheeffectivenessoftheproposedcomputingmodelsinperformingtherepeatablemotionplanningtasks．

Thesimulationresultsverifythevalidityoftheterminalneuralnetworkmethod．

Keywords　Terminalneuralnetworks,TimeＧvaryingSylvestermatrixequations,FiniteＧtimeconvergence,Repeatable

motionplanning
　

１　引言

许多实际问题会涉及到求解 Sylvester线性矩阵方程.

该矩阵方程通常采用数值求 解 的 方 法,常 用 的 是 BartelsＧ

Stewart算法[１].该算法基于串行处理的执行思想,基于它进

行求解的时间复杂度为矩阵维数的立方,因此当参数矩阵为

时变矩阵时,计算负担将急剧增加,处理速度受到限制,不能

满足连续实时计算的要求.

动态神经网络方法由于对复杂环境中的非线性问题具备

并行处理能力而受到许多学者的关注[２Ｇ４].基于梯度法的神

经网络模型,如 Hopfield网络模型,可以在短时间内完成数

学问题的在线求解[５].与此同时,各种基于梯度法的动态神

经网络方法也被应用于Sylvester矩阵方程的实时求解.传

统的梯度法神经网络模型没有充分利用导数的信息,因此所

求结果与理想结果之间总是存在一定的滞后误差.然而,在

实际的科学和工程应用中,时变问题经常出现,如高速飞行的

飞机的动力学系统系数、机械工程中的运动参数等[６].为了

获得更高的准确率,需要考虑各种时变因素给系统带来的影

响.通过梯度神经网络求解,尤其是科学计算快时变问题得

到的结果往往不尽如人意.为了提升收敛速度,一种基于梯

度法的渐近神经网络(ANN)模型受到广泛关注,它改善了用

传统递归神经网络求得的结果与理想结果之间的滞后误

差[７].相比于传统神经网络求解方法,渐近神经网络(ANN)

能有效求解时变问题,该方法具有渐近收敛性能,在计算时间

足够长的情况下能够获得有效解.最近,具有有限时间收敛

性能的递归神经网络被用于求解时变问题.相比于具有渐近

收敛动态特性的递归神经网络,终态收敛动态特性具有有限

时间收敛性,不但能够提升收敛速度,而且能达到较高的收敛

精度[８].

文中提供一种新型终态神经网络(TNN)及其加速形式



(ATNN)的求解方法,其动态特性具有终态收敛性质,激活函

数可以是通常的任意形式.文中将终态神经网络应用于求解

Sylvester时变矩阵方程与冗余机械臂的重复运动规划.

２　终态神经网络

文中记时变矩阵X(t)＝(xij(t))∈Rn×n,xij(􀅰)为矩阵

X(t)的第i行第j列的元素,１≤i,j≤n,记 Xα(t)＝(xα
ij(t));

X
􀅰
(t)为矩阵X(t)的导数,且X

􀅰
(t)＝(x

􀅰
ij(t)).考虑由下述矩

阵微分方程描述的终态神经网络:

E
􀅰
(t)＝－γϕ(Eq/p(t)) (１)

其中,γ＞０为可调整参数;q,p 分别为奇数,且 ０＜q＜p;

ϕ(􀅰):Rn×n→Rn×n为激活函数.

定义ϕ(Eq/p(t))＝ϕ(eq/p
ij (t)),取V(t)＝１

２E２(t),其导数

可计算并且可以得到V
􀅰
(t)＝E(t)☉E

􀅰
(t)＝－γE(t)☉ϕ(Eq/p

(t))＝－γeij(t)ϕ(eq/p
ij (t)),其中☉表示 Hadamard积.

为了保证终态神经网络(１)的收敛性,eij(t)ϕ(eq/p
ij (t))必

须是正定的.因此,激活函数ϕ(􀅰)可以选择单调递增奇函

数,满足ϕ(－􀅰)＝ϕ(􀅰).

由式(１)中可以看到,当p＝q＝１时,终态神经网络(１)就

转化成E
􀅰
(t)＝－γϕ(E(t))的形式,即渐近周期网络(ANN).

因此,０＜q＜p 是保证网络能在有限时间收敛的必要条件.

将ϕ(􀅰)q/p作为一类激活函数,文中将式(１)看成是一类动态

系统,其激活函数可以是任意形式.不同的激活函数构成了

具有不同收敛速度的终态神经网络,相比于渐近网络而言,其
具有更广泛的应用价值.为了方便计算,选取ϕ(Eq/p(t))＝
Eq/p(t)作为激活函数.为了加快收敛的速度,在终态神经网

络的基础上给出其加速形式(ATNN):

E
􀅰
(t)＝－ϕ(γ１E(t)＋γ２Eq/p(t)) (２)

其中,γ１＞０,γ２＞０.

相比于终态神经网络(１),加速形式在右边增加了γ１E(t)

这一项.从式(２)中可以明显看到,当动态误差E(t)远离平

衡零点时,神经网络的收敛速度由式(２)右边的第一项即γ１E
(t)控制.然而当E(t)逐渐收敛至平衡点零附近时,网络的收

敛速度由γ２Eq/p(t)决定,因此加速终态神经网络加快了动态

误差的收敛速度,提高了收敛的精度.

取线性激活函数ϕ(E(t))＝E(t),渐近周期神经网络的

动态响应时间为E(t)＝E(０)e－γt,当t→∞时,若E(０)≠０,则

E(t)渐近收敛于０.显然,ANN网络收敛至平衡态E(t)＝０
需要无限长时间.

在引入终态吸引子q/p后,在相同激活函数的作用下,终

态神经网络(１)可以表示成:

E
􀅰
(t)＝－γEq/p(t) (３)

加速终态神经网络(２)可以表示成:

E
􀅰
(t)＝γ１E(t)＋γ２Eq/p (４)

由此,可以得到以下结论:

引理１　当０＜q＜p时,任意给定初值E(０),终态神经

网络(３)中E(t)最终可以在有限时间
p

γ(p－q)
e(p－q)/p
ij

(０)内收

敛到零.加 速 终 态 神 经 网 络 E(t)到 达 零 时 刻 的 时 间 为

p
γ１(p－q)

ln
(γ１e

(p－q)/p
ij ＋γ２)

γ２

.

３　Sylvester时变矩阵方程

考虑以下Sylvester时变矩阵方程:

A(t)X(t)－X(t)B(t)＋C(t)＝０ (５)

其中,t代表时间,A(t)∈Rm×m,B(t)∈Rn×n,C(t)∈Rm×n分

别表示３个时变矩阵,X(t)代表未知的变量.我们需要找到

一个合适的X(t)值,在t＞T１ 时,使得式(５)成立.X(t)在经

过某个时间T１ 后,收敛于其真值X∗ (t).

定义E(t)＝A(t)X(t)－X(t)B(t)＋C(t),式(５)中,当

E(t)＝０时,X(t)收敛于其真值X∗ (t).特别地,采用终态神

经网络方法,根据式(３)所示的误差动态方程,可将式(５)进一

步地写成:

A(t)X
􀅰
(t)－X

􀅰
(t)B(t)

　＝－A
􀅰
(t)X(t)＋X(t)B

􀅰
(t)－C

􀅰
(t)－γ(A(t)X(t)－

X(t)B(t)＋C(t))q/p (６)

其中,A
􀅰
(t),B

􀅰
(t),C

􀅰
(t),X

􀅰
(t)分别表示 A(t),B(t),C(t)和

X(t)的导数.给定时变矩阵A(t),B(t),C(t),可以求出其导

数,任意给定初值X(０),可以得到每个对应时刻的X(t).通

过终态神经网络(６)求解Sylvester时变矩阵方程,构建如图１
所示的仿真模块图.

图１　基于终态神经网络(６)求解Sylvester矩阵方程的模块图

Fig．１　StructurediagramofsolvingSylvestermatrixequation

basedonTNN (６)

当采用加速终态神经网络方法(４)求解Sylvester时变矩

阵方程(５)时,式(５)可表示成如下形式:

A(t)X
􀅰
(t)－X

􀅰
(t)B(t)

　＝－A
􀅰
(t)X(t)＋X(t)B

􀅰
(t)－C

􀅰
(t)－γ１(A(t)X(t)－

X(t)B(t)＋C(t))＋γ２(A(t)X(t)－X(t)B(t)＋

C(t))q/p (７)

其构建的仿真模块如图２所示.

本节分别用终态神经网络(TNN)及其加速形式(ATＧ
NN)和渐近神经网络(ANN)对Sylvester时变矩阵方程(５)进
行求解.在实验的过程中,采用相同的线性激活函数ϕ(eij)＝
eij,以及相同的参数设置γ＝１,q＝３,p＝５,γ１＝１,γ２＝１０.给

定A(t)＝
－１＋１．５c２ １－１．５s×c

－１－１．５s×c －１＋１．５s２[ ] ,B(t)＝AT (t),

C(t)＝
２s－３s×c２ －０．５c(１－６s２)

０．５c(４－３c２＋３s２) ０．５s(１－３s２＋３c２)[ ] ,其 中c＝
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cos(t),s＝sin(t).式(５)中X(t)的理论解为X∗ (t),且X∗ (t)＝

sint －cost

cost sint[ ] .

图２　基于终态神经网络(７)求解Sylvester矩阵方程的模块图

Fig．２　StructurediagramofsolvingSylvestermatrixequation

basedonTNN (７)

图３给出基于终态神经网络动态方程(６)求解时变矩阵

方程(５)时X(t)值的轨迹变化.图中,给定任意初值 X(０),

经过１０s,X(t)的轨迹(方形)与 X∗ (t)的理论轨迹(三角形)

基本吻合.基于加速终态神经网络动态方程(７)求解时变矩

阵方程(５)时,X(t)值的变化轨迹如图４所示,图４中,X(t)的

值收敛于真值X∗ (t).

图３　基于终态神经网络动态方程(６)求得的矩阵值X(t)

Fig．３　OIbtainedmatrixvalueX(t)basedonTNN (６)

图４　基于终态神经网络(７)求得的矩阵值X(t)

Fig．４　Obtainedmatrixvaluex(t)basedonTNN (７)

定义JE ＝‖X(t)－X∗ (t)‖F,以判断采用不同神经网

络求解方法得到的收敛速度,误差收敛结果如图５和图６所

示.由图５和图６可知,误差随着时间的增加而迅速减小,

ATNN和 TNN的收敛速度快于 ANN.γ＝１时,以 TNN动

态方程求解时,误差收敛精度达到４∗１０－３;当γ从１增大到

１００时,误差收敛速度加快,精度也得到了提高,达到 ２∗

１０－５.当γ１＝１０００,γ２＝１００时,以 ATNN 动态方程求解时,

误差收敛速度远快于 ANN,且JE 的误差收敛精度已经达到

０．５∗１０－６.

图５　基于 ANN和 TNN求解时的误差轨迹

Fig．５　ErrortrajectoriesbasedonANNandTNN

图６　基于 ATNN和 TNN求解时的误差轨迹

Fig．６　ErrortrajectoriesbasedonATNNandTNN

４　冗余机械臂运动轨迹规划

冗余机械臂所拥有的关节角向量θ(t)∈Rn 与末端执行

器的位置向量r(t)∈Rm之间存在以下关系:

r＝f(θ) (８)

对于冗余机械臂,n＞m,f(􀅰)是已知的非线性多对一函

数,给定末端执行器的运动路径r(t),实时求出所对应关节角

θ(t)的运动变化.冗余机械臂解析问题需要转化到速度层面

上求解,对式(８)两边求积分:

J(θ)θ
􀅰
＝r

􀅰 (９)

其中,J(θ)∈Rm×n是雅克比矩阵,J(θ)＝∂f(θ)/∂θ,J(θ)可以

看作机械臂运动时速度r
􀅰
和关节角速度θ

􀅰
间的线性变换.

冗余机械臂末端执行器在笛卡尔操作空间做重复运动

时,闭合的末端执行器运动轨迹可能产生非闭合的关节角轨

迹,导致出现关节角偏差现象.这种非重复运动问题可能会

引起机械臂在重复作业中出现不可预料的情况.基于伪逆的

方法是求解该问题的一种常用方法,该方法将问题的解写成

一个最小范数解加上一个同类解.其目标可以被指定到同类

解上来控制机械手的自运动以达到优化其他目标函数的目

的[９].同一时期,Whitney提出了具有等式约束的最小速度

９０２第１０期 孔　颖,等:Sylvester时变矩阵方程求解的终态神经网络算法



范数性能指标作为机械臂运动的最小化目标函数,实际上,它

也是一种基于伪逆的冗余度解析方案[１０].然而,应用最为广

泛的伪逆控制法在运动过程中不能获得重复性,通常采用自

运动的方 法 进 行 弥 补,但 是 通 过 自 运 动 进 行 调 整 的 效 率

较低[１１].

基于二次优化(QuadraticOptimization,QP)的冗余解析

方案受到 关 注,Cheng 于 １９９４ 年 提 出 关 节 无 偏 差 性 能 指

标[１２].为了高效地执行重复的运动任务,Zhang引入重复运

动指标作为优化准则,形成了重复运动规划(RepetitiveMoＧ

tionPlanning,RMP)方案,使用二次规划(QP)和递归神经网

络(RNN)进行冗余度解析[１３].递归神经网络求解器是求解

基于二次型优化描述的冗余度解析问题的有效方法.通常的

神经网络求解器具有渐近收敛性能,在计算时间足够长的情

况下能够获得有效解,且能实时在线求解各类时变问题.

文中引用了上述重复运动规划(RMP)方案,采用终态神

经网络作为求解方法,在初始位置偏移的情形下完成冗余机

械臂有限时间收敛的重复运动规划任务.

４．１　重复运动冗余度解析方案

实际运动过程中,冗余机械臂每个关节的起始角可能不

在期望轨迹上,在初始时刻各关节角和各期望关节角之间存

在偏差.为了使得‖θ(t)－θ(０)‖２
２ 的值最小,关节角能够实

现重复运动,在完成指定的某个任务后,仍然可以回到目标期

望路径上,我们引用如下二次优化的性能指标.

minθ
􀅰

Tθ
􀅰
/２＋CTθ

􀅰

s．t．J(θ)θ
􀅰
＝r

􀅰
(１０)

其中,C＝μ(θ(t)－θ(０)),θ(０)为关节角的初始值;参数μ＞０,

在硬件条件允许的前提下,μ的取值越大,可以使各个关节角

在最终时刻和初始时刻的差值越小.r表示机械臂的末端跟

踪的轨迹,θ
􀅰
表示各关节的角速度向量,r

􀅰
是末端执行器的运

动速率,角度和角速度的活动限制范围分别为[θ－ ,θ＋ ]和

[θ
􀅰

－ ,θ
􀅰

＋ ].

４．２　冗余度解析方案的二次规划转化

为求解４．１节中的二次规划问题,建立拉格朗日函数

L(θ
􀅰
,λ,t)＝θ

􀅰
Tθ

􀅰
/２＋μ(θ(t)－θ∗ (０))Tθ

􀅰
＋λT(J(θ)θ

􀅰
－r

􀅰∗ ),

其中,λ(t)为拉格朗日乘子向量,λT 是λ(t)向量的转置.通过

拉格朗日函数对各个变量求导,并令其为零,可得矩阵方程:

W(t)y(t)＝v(t) (１１)

其中,W(t)＝
I JT(θ(t))

J(θ(t)) ０[ ] ,I为具有相应维数的单

位矩阵,且y(t)＝[θ
􀅰(t),λ(t)]T,v(t)＝[C,r

􀅰]T.

冗余机械臂重复运动规划问题被转化为等式(１１)的计算

问题.求解时变矩阵y(t),使得方程(１１)恒成立.可将时变

矩阵方程(１１)的理论解写成y∗ (t)＝W －１(t)v(t).

４．３　利用TNN和ATNN求解二次规划问题

首先定义以下向量误差函数:

E(t)＝W(t)y(t)－v(t) (１２)

由终态神经网络(３)求解式(１２)可得:

y
􀅰(t)＝－W

􀅰
(t)y(t)－W(t)y

􀅰(t)＋v
􀅰(t)＋γ[W(t)y(t)－

v(t)]q/p＋y
􀅰(t) (１３)

用加速终态神经网络(４)求解式(１２),可得:

y
􀅰(t)＝－W

􀅰
(t)y(t)－W(t)y

􀅰(t)＋v
􀅰(t)＋γ１[W(t)y(t)－

v(t)]＋γ２[W(t)y(t)－v(t)]q/p＋y
􀅰(t) (１４)

在本节中,通过 Katana６M１８０空间冗余机械臂执行圆形

轨迹任务,以可重复运动冗余度解析方案(１０)和终态神经网

络求解方法(１３)和(１４),使得 Katana６M１８０空间机械臂在初

始位置偏移目标轨迹的情况下,最终可以完成有限时间收敛

可重复圆轨迹规划任务.在整个实验过程中,只考虑了机械

臂末端执行器的运动位置.表１中给出了 Katana６M１８０空

间机械臂的各个关节角和角速度的限制.

表１　冗余机械臂 Katana６M１８０关节角和关节角速度的限制

Table１　Limitationsofjointangleandjointvelovityforredundant

manipulatorKatana６M１８０

关节序号 关节 θ±/rad θ
􀅰±/(rad/s)

１ 关节１ ±１．９２π ±１
２ 关节２ ±０．７８π ±１
３ 关节３ ±１．３４π ±２
４ 关节４ ±１．２９π ±２
５ 关节５ ±１．８５π ±２π

下面分别利用 ANN,TNN 和 ATNN 模型来求解 KaＧ

tana６M１８０空间冗余机械臂的运动轨迹规划问题.在实验

中,确定圆轨迹的圆心坐标(x＝０,y＝ ３/１０,z＝０．１),将圆

的半径设定为０．２m,其圆面与 X 轴的夹角为π/６rad,末端

执行器完成圆轨迹的时间t＝１０s.在初始状态时,设置机械

臂的５个关节角的期望回拢关节角为θ∗ (０)＝[０,π/４,０,

π/４,０]T,考虑到冗余机械臂运动时各关节角的初始位置可能

不在预期目标的轨迹上,将机械臂的７个关节角的初始值设

为θ(０)＝[０,－π/４,０,π/２,０,－π/４＋３,０]T.在不同的神经

网络求解过程中,各参数取值如下:u＝１,γ＝０．９,γ２＝０．９,

γ１＝１.

图７－图１１分别是以终态神经网络、渐近神经网络求解

冗余机械臂 Katana６M１８０重复运动规划问题的效果图.经

过１０s后,冗余机械臂 Katana６M１８０各关节角的终值误差达

到１０－５,所有的关节轨迹基本闭合,其轨迹如图７所示.

图７　冗余机械臂 Katana６M１８０的各个关节角轨迹

Fig．７　JointangletrajectoriesofredundantmanipulatorKatana６M１８０

目标圆轨迹及机械臂的末端执行器在空间中的运动轨迹

如图８所示.从图中可以看出,末端执行器的初始位置不在

期望的轨迹上,随着时间的增加,末端执行器逐渐向期望轨迹

靠拢,其中 TNN方法求解得到的结果靠近期望轨迹的速度

快于ZNN方法,并最终与期望轨迹基本吻合.
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图８　冗余机械臂 Katana６M１８０末端执行器的运动轨迹

Fig．８　EndＧeffectortrajectoriesofredundantmanipulator

Katana６M１８０usingdifferentneuralmodels

图９给出以不同神经网络求解二次规划问题得到的末端

执行器各位置的误差轨迹.从图中可以看到,以终态神经网

络进行求解时,当时间t接近５s时,误差收敛精度达到１．８∗
１０－４;以递归神经网络求解时,误差收敛精度仅达到０．０２.

图９　冗余机械臂 Katana６M１８０末端执行器各位置的误差轨迹

Fig．９　Positionerrortrajectoriesofredundantmanipulator

Katana６M１８０usingdifferentneuralmodels

为了验证终态神经网络求解二次规划的有效性,机械臂

PA１０末端执行器完成圆轨迹过程中得到的关节角瞬态轨迹

和角速度瞬态轨迹如图１０所示.从图中可以看出,冗余机械

臂的各关节角最终收敛于期望的关节角位置.冗余机械臂

Katana６M１８０末端执行器各关节角的终值误差如表２所列.

图１０　冗余机械臂 Katana６M１８０各个关节角度和关节角速度

Fig．１０　Jointangleandjointvelocityofredundant

manipulatorKatana６M１８０usingTNN

表２　冗余机械臂 Katana６M１８０末端执行器各关节角的终值误差

Table２　Positionerrorofjointanglesforredundantmanipulator

Katana６M１８０usingdifferentneuralschemes

网络求解器 ANN TNN ATNN
θ１(１０)－θ１(０) －３．５１e－４ ２．１９５－６ ２．３４５e－７
θ２(１０)－θ２(０) ６．１１３e－４ ５．６３e－５ ４．４３e－６
θ３(１０)－θ３(０) １．２５１e－４ －１．７４１e－５ －１．６５４e－６
θ４(１０)－θ４(０) －７．７８９e－４ －９．６８e－５ －３．４３e－６
θ５(１０)－θ５(０) ６．７６４e－０１２ ３．３９１e－０１３ ２．３４７e－０１３

　　从表２中可以看到,当t＝１０s时,机械臂运动前、后各关

节角与其期望关节角位置之间的最大偏差为９．６８∗１０－５,使

用渐近神经网络求解得到的各个关节角的终值误差的最大偏

差为４．２８∗１０－３.

定义计算误差JE(t)＝‖W(t)y(t)－v(t)‖２,用于判断

冗余机械臂轨迹规划的二次优化方法的解是否收敛.图１１
给出使用终态神经网络和递归神经网络求解二次规划问题的

误差收敛轨迹.从图中可以看出,利用 ATNN 求解时,当时

间t接近０．６s时,误差收敛精度达到５∗１０－４;利用 TNN 求

解时,当时间t接近２．５s时,误差收敛精度达到４∗１０－４;利
用 ANN求解时,时间接近６s时误差仍然没有收敛,精度只

达到０．０２,误差收敛的精度有待提高.

图１１　不同神经网络求解时的误差轨迹

Fig．１１　Convergeceerrortrajectoriesusingdifferentneural

networkmodels

结束语　本文提出一种新的终态神经网络方法,用于求

解Sylvester时变矩阵方程.与渐近网络相比,该新型网络求

解方法具有有限时间收敛性,不仅能够提升收敛速度,而且能

达到较高的收敛精度.文中给出了终态神经网络的收敛性证

明和收敛时间的计算;同时,终态神经网络求解方法可应用于

求解冗余机械臂有限时间收敛的重复运动规划问题.理论分

析和数值仿真结果表明了所提方法的有效性.
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