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基于对象导出三支概念格的形式背景粒约简方法

常欣欣　秦克云

(西南交通大学数学学院　成都６１１７５６)
　

摘　要　形式背景的属性约简是形式概念分析的重要研究方向.研究者针对形式背景提出了多种属性约简标准并建

立了属性约简方法.文中研究了形式背景基于对象导出三支概念格的约简问题,通过刻画对象之间的区分属性提出

了一种新的粒约简计算方法,该方法无需构造基于对象导出的三支概念格;同时,证明了基于三支概念格的形式背景

粒约简与基于粗糙集理论的分类约简等价.
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Abstract　Theattributereductioninformalcontextisanimportanttopicofformalconceptanalysis．Researchershave

putforwardmanykindsofattributereductioncriterionsandmethodsaimingatformalcontext．Thispaperstudiedthe

reductioninformalcontextbasedonobjectsＧinducedthreeＧwayconceptlattices．Anewapproachforgranularreduction

wasproposedbyusingdiscernibilityattributesoftheobjects．Inthisnewapproachofgranularreduction,theobjectsＧinＧ

ducedthreeＧwayconceptlatticesdon’tneedtobeconstructed．Furthermore,itisprovedthatobjectsＧinducedthreeＧway
conceptlatticesbasedgranularreductionandroughsetbasedclassificationreductionareequivalent．

Keywords　Formalcontext,ObjectsＧinducedthreeＧwayconceptlattices,Granularreduction,Classificationreduction

　

１　引言

Wille于１９８２年提出了形式概念分析(FCA)理论[１],也

称概念格理论.该理论是根据数据集中对象与属性之间的二

元关系建立的一种概念层次结构,可用于概念的表示、排序和

显示,是数据分析与规则提取的一种有效工具.作为知识处

理的有力工具,概念格理论已广泛应用于知识工程、机器学

习、模式识别、专家系统、决策分析、数据挖掘等领域[１Ｇ３].

作为形式概念分析的重要研究内容之一,形式背景的属

性约简理论与方法受到了学术界的广泛关注.通过属性约简

可以获得更简洁的知识,并揭示属性之间的依赖关系.Zhang
等[４]给出了协调属性集的判定定理,提出了形式概念的区分

属性与区分矩阵的概念,并借助布尔逻辑公式转换给出了约

简的计算方法.Liu等[５]针对基于属性的概念格与基于对象

的概念格给出了协调集判定定理,通过概念的区分属性给出

了属性约简方法,并刻画了概念格约简与信息系统约简之间

的关系.Wu等[６]将粒计算理论与概念格理论相结合,提出

了形式背景中的粒结构与粒协调集的概念,给出了粒约简计

算方法,其中的约简计算无需构造概念格,可直接通过对象的

区分属性获得,计算简便易行.Shao等[７]针对模糊形式背景

提出了粒协调集与粒约简的概念,给出了粒约简计算方法.

根据粒计算观点,张文修等[８Ｇ１０]给出了认知的粒化描述和新

的认知模型.李金海等[１１]提出了概念格外延信息量的概念,

给出了信息量计算方法并提出了一种启发式属性约简计算方

法.Wei等[１２]从决策规则的角度提出了决策形式背景的强

协调性与弱协调性概念,对于强协调决策形式背景,给出了协

调集的判定定理及约简方法,对于弱协调决策形式背景,通过

蕴含映射给出了约简计算方法.Wu等[６]提出了粒协调决策

形式背景的概念,并通过对象的区分属性矩阵给出了粒协调

决策形式背景的约简方法.Li等[１３Ｇ１６]对决策形式背景基于

决策规则的约简问题进行了系统研究,提出了决策规则之间

的蕴涵关系、冗余决策规则、必要决策规则等概念,给出了冗

余决策规则及必要决策规则的等价描述,借助区分属性给出

了决策形式背景保持决策规则的约简方法.Shao等[１７]借助

决策属性建立了概念之间的等价关系,给出了概念的压缩方

法以及决策规则获取方法.李进金等[１８]通过引入交式可约

元提出了一种形式背景属性约简方法,给出了一种概念格生

成算法,针对协调决策形式背景给出了一种属性约简方法.

三支决策是 Yao于２００９年提出的以“三分而治”为主要思想

的一个有效决策理论[１９Ｇ２１],即将一个整体(论域)分为３个部



分,并采取有效的策略分别进行处理.Qi等[２２]于２０１４年将

三支决策理论应用于形式概念分析,在形式背景中提出了三

支形式概念,建立了三支概念格.近几年,三支决策思想受到

了广泛关注,同时三支决策思想在信息系统中扮演着重要的

角色,并被应用于计算机科学、信息科学、社会科学等多个领

域.由于三支决策和形式概念的广泛应用,三支形式概念分

析成为了知识发现和数据分析的重要工具.Ren等[２３]讨论

了三支概念格的属性约简问题,提出了４种约简的概念并给

出了约简计算方法.刘琳等[２４]基于三支概念格研究了决策

形式背景的规则提取问题.
本文针对基于对象导出三支概念格的形式背景,提出了

新的粒约简方法,并讨论了基于对象导出三支概念格的形式

背景粒约简与分类约简、经典形式背景粒约简之间的关系.
新的粒约简方法无需构造概念格,可以通过对象的区分属性

获得,计算简便易行.

２　预备知识

形式概念分析基于形式背景展开.一个形式背景为一个

三元组(G,M,I),其中,G 为所讨论的对象构成的集合,M 为

G 中对象所具有的属性构成的集合,I是G 中对象和M 中属

性之间的关系,即I⊆G×M.对于任意g∈G,m∈M,如果

(g,m)∈I,则表示对象g具有属性m;如果(g,m)∉I,则表示

对象g不具有属性m.为刻画形式概念,Wille[１]引入了如下

算子:对于任意A⊆G,B⊆M,有:

A∗ ＝{m∈M;∀a∈A((a,m)∈I)} (１)

B∗ ＝{g∈G;∀b∈B((g,b)∈I)} (２)
即A∗ 为A 中对象所具有的公共属性构成的集合,B∗ 为具有

B中所有属性的对象构成的集合.对于∀g∈G,记{g}∗ ＝

g∗ ;对于∀m∈M,记{m}∗ ＝m∗ .
定义１[１]　设(G,M,I)为形式背景,A⊆G,B⊆M.如果

一个二元组(A,B)满足A∗ ＝B 且A＝B∗ ,则称(A,B)为一

个形式概念.其中,A 称为(A,B)的外延,B 称为(A,B)的内

涵.
(G,M,I)中所有形式概念构成的集合记为L(G,M,I).

对于任意(A１,B１),(A２,B２)∈L(G,M,I),定义它们之间的

序关系为:
(A１,B１)≤(A２,B２)⇔A１⊆A２(⇔B２⊆B１)

定理１[１]　设(G,M,I)为形式背景.L(G,M,I)关于≤
构成完备格,称为概念格,其中对于任意(Xj,Yj)∈L(G,M,

I),j∈J(J为指标集),有:

∧
j∈J

(Xj,Yj)＝(∩
j∈J

Xj,(∪
j∈J

Yj)∗∗ ) (３)

∨
j∈J

(Xj,Yj)＝((∪
j∈J

Xj)∗∗ ,∩
j∈J

Yj) (４)

在形式背景(G,M,I)中,如果对于任意g∈G,m∈M 有

g∗ ≠Ø,g∗ ≠M,m∗ ≠Ø,m∗ ≠G,则称(G,M,I)为正则形式

背景[２５].以下假设所讨论的形式背景都是正则形式背景.
在形式背景(G,M,I)中,∀D⊆M,记ID ＝I∩(G×D),

那么(G,D,ID)也是一个形式背景.对于运算A∗ (A⊆G),在
(G,M,I)下仍用 A∗ 表示,在(G,D,ID )下用 A∗D 表示.显

然,IM ＝I,A∗M ＝A∗ ,A∗D ＝A∗ ∩D.

定义２[２６]　设L 是一个格.称元素x∈L 是并不可约

元,如果x满足:

１)x≠０(如果L有０元);

２)对于任意a,b∈L,若x＝a∧b,则x＝a或x＝b.

Qi等[２２]于２０１４年将三支决策理论应用于形式概念分

析,提出了三支形式概念.对于任意X⊆G和B⊆M,记:

X∗ ＝{m∈M;∀x∈X,((x,m)∉I)} (５)

B∗ ＝{g∈G;∀b∈B,((g,b)∉I)} (６)
进一步,对于任意X⊆G和A,B⊆M,记:

X＜􀅰 ＝(X∗ ,X∗ ) (７)
(A,B)􀅰＞ ＝{x∈G;x∈A∗ ∧x∈B∗ }＝A∗ ∩B∗ (８)

根据以上算子,Qi等[２２]给出了对象导出三支概念格的

定义.
定义３[２２]　设(G,M,I)为一形式背景,对于任意 X⊆G

和A,B⊆M,如果X＜􀅰 ＝(A,B)且(A,B)􀅰＞ ＝X,则称(X,(A,

B))为一个对象导出三支概念,以下简记为 OE概念.其中,

X 称为(X,(A,B))的外延,(A,B)称为(X,(A,B))的内涵.

设(G,M,I)为一形式背景,由该形式背景中所有 OE概

念构成的集合记为OEL(G,M,I).对于任意(X,(A,B)),
(Y,(C,D))∈OEL(G,M,I),定义它们之间的序关系为:(X,
(A,B))≤(Y,(C,D))⇔X⊆Y⇔(C,D)⊆(A,B)且(C,D)⊆
(A,B)⇔C⊆A,D⊆B.

OEL(G,M,I)按照此关系构成格,称为对象导出三支概

念格,以下简记为 OE概念格,其上确界与下确界为:
(X,(A,B))∧ (Y,(C,D))＝ (X∩Y,((A,B)∪ (C,

D)􀅰＞ ＜􀅰 )) (９)
(X,(A,B))∨(Y,(C,D))＝((X∪Y)＜􀅰􀅰＞ ,(A,B)∩

(C,D)) (１０)
对于任意x∈G,以下将{x}＜􀅰 简记为x＜􀅰 .显然,(x＜􀅰􀅰＞ ,

x＜􀅰 )＝(x∗∗ ∩x∗∗ ,(x∗ ,x∗ ))∈OEL(G,M,I).对于E⊆M,

在形式背景(G,E,IE)下,由式(８)、式(９)定义的算子记为

＜􀅰E,􀅰＞E.

３　基于对象导出三支概念格的形式背景粒约简

对于形式背景,Wu等[６]基于粒结构提出了粒约简的

概念.
定义４[６]　设S＝(G,M,I)为形式背景,E⊆M.称E 为

S 的粒协调集,如果对于任意x∈U,有x∗E∗E ＝x∗∗ ,则S的

极小粒协调集称为S 的粒约简.
类似于经典形式背景粒约简的定义,Ren等[２３]提出了基

于 OE概念格的形式背景粒约简与并不可约约简概念,并刻

画了粒约简与并不可约约简之间的关系.
定义５[２３]　设S＝(G,M,I)为一形式背景,E⊆M,如果

ExtOEJ(G,M,I)＝ExtOEJ(G,E,IE),则称E 为S 的 OE并不

可约协调集,以下简记为 OEJ协调集.极小的 OEJ协调集称

为 OEJ约简.其中ExtOEJ(G,M,I)是OEL(G,M,I)中并不

可约元的外延构成的集合.
定义６[２３]　设S＝(G,M,I)为一形式背景,E⊆M,如果

对于任意x∈G,有x＜􀅰􀅰＞ ＝x＜􀅰E􀅰＞E ,则称E 是基于对象导出

三支概念格的形式背景的粒协调集,以下简记为 OEG 协调

集.极小的 OEG协调集称为 OEG约简.
定理２[２３]　设S＝(G,M,I)为一形式背景,E⊆M,E 为

S 的 OEJ协调集当且仅当E为S 的 OEG协调集.
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为计算基于 OE概念格的形式背景约简,Ren等[２３]提出

了三支概念之间的区分属性.
定义７[２３]　设S＝(G,M,I)为一形式背景,对任意(X,

(A,B)),(Y,(C,D))∈OEL(G,M,I),称:

DISOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D)))

＝
(A－C,B－D), 若(X,(A,B))≺(Y,(C,D))

Ø, 否则{ (１１)

为(X,(A,B))与(Y,(C,D))的 OE可辨识属性集.
记ΛOEJ＝(DISOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D)))),其中(X,

(A,B))为 OEL(G,M,I)中 的 并 不 可 约 元.如 果 DISOEL

((X,(A,B)),(Y,(C,D)))＝ (E,F),则 用 E∪F 表 示

DISOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D))).

定理３[２３]　设(G,M,I)是一个形式背景,E⊆M,E 为该

形式背景的 OEG协调集的充要条件为:如果(X,(A,B))≺
(Y,(C,D)),其中(X,(A,B))为OEL(G,M,I)中的并不可约

元,则E∩DISOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D)))≠Ø.

定义８[２３]　设(G,M,I)是一个形式背景,则 OEJ可辨识

函数与 OEG可辨识函数的定义如下:

f(ΛOEJ)＝f(ΛOEG)＝ ∧
H∈ΛOEJ

(∨
h∈H

h) (１２)

通过吸收率和分配率,可以将辨识函数变换为极小析取

范式,这个极小析取范式的所有合取子式是该形式背景的全

部 OEG约简[２７].
下面给出一种新的OEG协调集判定定理,并由该定理得

出新的 OEG约简计算方法.
定理４(OEG协调集判定定理)　设(G,M,I)为一形式背

景,E⊆M,E是(G,M,I)的 OEG协调集的充要条件为:对于

任意x,y∈G,若(x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ )≠Ø,则E∩((x∗ －

y∗ )∪(x∗ －y∗ ))≠Ø.
证明:(⇒)假设E是形式背景(G,M,I)的 OEG协调集,

(x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ )≠Ø,其中x,y∈G.则x∗ －y∗ ≠Ø
或x∗ －y∗ ≠Ø,即y∉x∗∗ 或y∉x∗　∗ ,从而y∉x∗∗ ∩x∗　∗ ,
由于E是(G,M,I)的 OEG协调集,因此y∉x∗E∗E ∩x∗E∗E ＝
x∗∗ ∩x∗　∗ .于是 有 y∉x∗E∗E 或 y∉x∗E∗E ,因 此 x∗E －

y∗E ≠Ø或x∗E －y∗E ≠Ø,即x∗ ∩E－y∗ ∩E≠Ø 或x∗ ∩
E－y∗ ∩E≠Ø,从而E∩((x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ ))≠Ø.

(⇐)假设对于∀x,y∈G,若(x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ )≠
Ø,则E∩((x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ ))≠Ø.证明E是(G,M,I)
的 OEG协调集,只需证对于任意x∈G,x∗∗ ∩x∗　∗ ＝x∗E∗E ∩
x∗E∗E ,x∗∗ ∩x∗　∗ ⊆x∗E∗E ∩x∗E∗E 显然成立,下证x∗E∗E ∩
x∗E∗E ⊆x∗∗ ∩x∗　∗ .若y∉x∗∗ ∩x∗　∗ ,则y∉x∗∗ 或y∉
x∗　∗ ,即x∗ －y∗ ≠Ø或x∗ －y∗ ≠Ø,故(x∗ －y∗ )∪(x∗ －

y∗ )≠Ø.根据假设可知E∩((x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ ))≠Ø,
即(x∗E －y∗E )∪(x∗E －y∗E )≠Ø,因此x∗E －y∗E ≠Ø 或

x∗E －y∗E ≠Ø,从而有y∉x∗E∗E 或y∉x∗E∗E ,即y∉x∗E∗E ∩
x∗E∗E .于是x∗E∗E ∩x∗E∗E ⊆x∗∗ ∩x∗　∗ .综上可得:x∗∗ ∩
x∗　∗ ＝x∗E∗E ∩x∗E∗E ,即E是(G,M,I)的 OEG协调集.

由定理４,形式背景(G,M,I)的 OEG可辨识函数为:

f＝∧ ∨
x,y∈G

((x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ )) (１３)

其中,(x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ )≠Ø.通过吸收率和分配率,可
以将辨识函数变换为最小析取范式,该最小析取范式的所有

合取子式是形式背景的全部 OEG约简[２７].

形式背景(G,M,I)的 OEG约简E的算法步骤如下:
步骤１　输入形式背景(G,M,I);
步骤２　计算x与y之间的可辨识属性集,其中x,y∈G;
步骤３　计算 OEG可辨识函数f;

步骤４　计算可辨识函数f的最小析取范式:f＝∨
t

k＝１
(∧

qk

s＝１

as);
步骤５　令Ck＝{as|s≤qk},E＝{Ck|k≤t};
步骤６　输出E.
例１　考虑文献[２３]中给出的形式背景(G,M,I),其中

G＝{１,２,３,４},M＝{a,b,c,d,e},形式背景(G,M,I)如表１
所列.计算该形式背景的 OEG约简.

表１　形式背景(G,M,I)

Table１　Formalcontext(G,M,I)

a b c d e
１ １ １ ０ １ １
２ １ １ １ ０ ０
３ ０ ０ ０ １ ０
４ １ １ １ ０ １

由该形式背景可得:１∗ ＝{a,b,d,e},１∗ ＝{c},２∗ ＝{a,

b,c},２∗ ＝{d,e},３∗ ＝{d},３∗ ＝{a,b,c,e},４∗ ＝{a,b,c,e},

４∗ ＝{d}.因此,该形式背景的 OEG可辨识函数为:

f＝∧ ∨
x,y∈G

((x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ ))

＝e∧(c∨d)∧(c∨d∨e)∧(a∨b∨e)∧(a∨b∨c∨d)

∧(a∨b∨c∨d∨e)

＝e∧(c∨d)

＝(e∧c)∨(e∧d)

故该形式背景的 OEG约简为{e,c},{e,d}.此结果与文

献[２３]中的计算结果相同.

相对于文献[２３]中给出的粒约简计算方法,通过定理４
给出的粒约简计算方法无需构造三支概念格,计算相对简单.

形式背景(G,M,I)为二值信息系统.按照粗糙集的观

点,E⊆M 确定对象集合上的一个不可区分关系RE,满足:对

于任意x,y∈G,(x,y)∈RE 当且仅当对于任意a∈E,有(x,

a)∈I且(y,a)∈I,或(x,a)∉I且(y,a)∉I.显然,借助概念

格中的算子,不可区分关系可以描述为:(x,y)∈RE 当且仅当

x∗E ＝y∗E .如果RE＝RM ,则称E为S 的分类协调集.

由于(x∗ －y∗ )∪(x∗ －y∗ )＝α(x,y)表示能够区分对

象x,y的属性,因此可得以下定理.

定理５　设(G,M,I)为一形式背景,E⊆M.E 是(G,M,

I)的 OEG协调集当且仅当E是分类协调集.

该定理说明形式背景基于三支概念格的粒约简与基于粗

糙集理论的分类约简等价.

定理６　设(G,M,I)为一形式背景,E⊆M.如果E 是

L(G,M,I)的粒协调集,则E是(G,M,I)的 OEG协调集.

证明:若要证明该定理成立,即证如果E是L(G,M,I)的

粒协调集,则对于任意x∈G,x∗∗ ∩x∗　∗ ＝x∗E∗E ∩x∗E∗E 成

立.由于x∗∗ ∩x∗　∗ ⊆x∗E∗E ∩x∗E∗E 显然成立,因此只需证

明x∗∗ ∩x∗　∗ ⊇x∗E∗E ∩x∗E∗E .设y∉x∗∗ ∩x∗　∗ ,１)若y∉

x∗∗ ,y∉x∗E∗E ,从而y∉x∗E∗E ∩x∗E∗E ;２)若y∈x∗∗ ,则y∉

x∗　∗ ,从 而 x∗ ⊆y∗ ,x∗ ⊄y∗ .下 证 y∉x∗E∗E .若y∈

７２２第１０期 常欣欣,等:基于对象导出三支概念格的形式背景粒约简方法



x∗E∗E ,对于任意a∈E,当(y,a)∈I时,必有(x,a)∈I.于是

y∗E ⊆x∗E ,x∈y∗E∗E ＝y∗∗ ,则y∗ ⊆x∗ ,与x∗ ⊆y∗ ,x∗ ⊄y∗

矛盾.故y∉x∗E∗E ,从而y∉x∗E∗E ∩x∗E∗E .综上,x∗∗ ∩

x∗　∗ ＝x∗E∗E ∩x∗E∗E ,即E是(G,M,I)的 OEG协调集.

推论１　如果E 是(G,M,~I)的粒协调集,则E 是(G,

M,I)的 OEG协调集.

该推论的证明类似于定理６.

结束语　本文在已有文献的基于对象导出三支概念格的

粒约简方法的基础上,提出了新的粒约简方法,该方法简便易

行,不必计算概念格.另外,刻画了基于对象导出三支概念格

的粒约简与分类约简的关系.下一步,我们将研究决策形式

背景基于三支概念格的属性约简方法.
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