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摘 要 谱聚类来源于算子理论研究成果，在大数据降维和分类中发挥着重要的作用，但是目前国内的研究多注重应 

用算法设计，很少见到谱聚类理论方面的研究。为弥补这方面的一些不足，较为系统地总结了这些理论，侧重于阐述 

与谱聚类的算子理论紧密相关的最新理论研究成果，并简要介绍了一些具体的谱聚类算法、原理及其性能。从积分算 

子、图谱理论、流形学习出发，评述和分析 了谱聚类的最新理论原理、收敛性结论、发展现状以及与流形学习的内在联 

系，最后指出了理论研究的一些方向。 
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Abstract Spectral clustering comes from operator theory and is able to efficiently decrease data dimension and classify 

data．However，current domestic researches pay more attention to applied algorithm design，and there is lack of theoreti- 

cal ou~ome．In order to make up the shortcomings in theory，this paper systematically summaries the theory of spectral 

clustering，pays more attention to study the newest foreign operator theory research achievements．Besides，we briefly 

discuss and anal~ e some specific spectral clustering algorithm s．W e introduce and analyze the principle，convergence， 

current status of spectral clustering and its inherent association with manifold learning in terms of integral operator， 

spectra1 graph theory and manifold learning ．At last，we suggest some possible directions． 
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1 引言 2 热核与热算子 

谱聚类是大数据分析、图像和视频分割中的重要的非线 

性降维方法之一，是一种基于图谱理论的无监督学习方 

法I1_ 。当前的理论研究围绕着图相似矩阵、积分算子、核函 

数、数据降维等领域开展，如特征函数学习问题 、矩阵的低秩 

分解与扰动分析、抽样分析。在国内，除了个别数学基础研究 

成果之外，谱聚类的物理原理、收敛性、渐进理论等与机器学 

习理论相关的要点很少被涉及。另一方面，谱聚类与流形学 

习中Laplacian特征映射(LEM)关系紧密，国外学者在这方 

面的工作深入而透彻，相比而言国内研究多侧重于应用算法 

的设计。为加深学习理论 中这两个方面的认识 ，分析各种相 

关概念之间的内在联系，下面结合算子理论和再生核 Hilbert 

空间理论，从热力学扩散方程、正定积分算子、流形学习和 

Laplacian特征映射的角度，介绍当前谱聚类的特征函数学 习 

问题、收敛性分析工作，比较分析谱聚类与 Laplacian特征映 

射的数学物理本质及内在的联系，为将来深入研究和设计应 

用型算法奠定理论基础。 

在物理学中，f~f(x，Y， ，f)表示关于空间和时间的温 

度函数，空间的热传导方程表示为： 

誓=五( +努+ )=矗 。／ (1) 
或者 

：kAf 

式中， 或△表示Laplacian算子，k为常数。该方程也称为 

扩散方程，是 Fokker-Plank方程的原型，描述 了粒子或者热 

量的空间分布随时间的变化。该方程的解析解定义了热算子 

形式，表达为热核函数 G(t， )(即高斯分布)与 _厂的卷积的形 

式，即：对于 ∈Ra， 

L( (z)：G(t，z)*f=fG(t，32，r)f(r)dr (2) 

由式(2)得到的高斯微分算子是式(1)的最优解，刻画了 

热量等流体在空间随时间的传播过程。式(2)在去噪、滤波等 

领域具有广泛的应用。由式(2)可知，L关于X∈ 的导数可 
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以表达为： 

( (z)= *， (3) 

式中， ： m ，莹 ，： ，则 构成了高斯 武 ’— 一 
I

—  

md ’
，刍 一 俐从 向朋 

微分算子。它定义了尺度空间理论中的基本变换 ，t为尺度 

参数。典型的微分算子即为高斯 Laplace算子 AG(t，z)= 

+⋯+ ，常用于图像多尺度不变特征提 

取 ，如图像的 SIFT特征。 

3 积分算子特征函数学习问题 

谱聚类的数学本质问题是正定积分算子的特征函数学习 

问题。给定正定核函数 K，定义 Hilbert空间中的连续积分算 

子 T：L (X，lD)一L2(X，ID)， 

Tf(x)=}，，K( ，y)f(y)d~oy (4) 

式中， 为关于y∈X的概率测度。式(4)亦称为卷积算子。 

当K取高斯核函数时，除了时问因素之外，式(4)与式(2)一 

致。此时，线性算子 T的特征函数刻画了热力学方程中热量 

流动的方向，而特征值刻画了流动的速度。 

算子 T的特征值分布与核函数的性质有关。数学学者 

H．Weyl、J．B．Reade、Chuag-Wei Ha等人研究了不同空间正 

定核函数所对应特征值的极限分布，一般情况下：当 K(x， ) 

∈ 且正定，声≥1，有 =0(1／ )。在正定核的条件下， 

由T的特征函数和特征值构造的集合{ ^， >0}构成了 

K(x， )生成的再生核 Hilbert空间的标准正交集 4̈]。进而， 

假设 supp(~)：X，根据 Mercer定理，K(x， )可以表达为 T 

的特征函数的傅里叶展开，即： 

K(x， )：暑扎̂ (z) ( ) (5) 
一 般核函数下积分算子的特征值和特征函数很难求解。 

在正定核的情况下，方程(4)的离散特征值通过数据集 x近 

似计算 ，由独立同分布的样本 A={ ，zz，⋯， }cX，IAI《 

lX)，得到的特征系统表示为[5]： 

Tqf(x)=÷毒K(z， )fk(xi)一 _厂 ( ) (6) 

此时，核函数 K 构成 了相似性 Gram矩阵 M， =K 

(五，xj)。若 xEA，则有 M【，=：L ，A~diag( { ，⋯， >，u 

=( )。由Willians和Seeger的结果知[6]： 

^( )= u ， 2 ／q 

代入式(6)即得任意数据的Nystr6m近似： 

( )：== 妻K( ，而)u (7) 

4 谱聚类 

4．1 原理与典型算法 

从黎曼几何的角度看，无序离散点的近邻图表示了低维 

流形，为了寻找其到低维空间的同胚，定义图上的Laplacian 

算子 L=D—w，它是连续流形 Laplace-Beltrami算子(将在 

后面介绍)的离散形式，其中w为图的相似度矩阵，由核函数 

定义，D=diag(D11'Dz2，⋯，D埘)， =E
．

W,j。算子L的特 
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征函数-厂最小化了能量÷∑( 一 ) =厂L_厂。在约束 
z'J 

II_厂Il=1的条件下，由拉格朗日最优性条件得到特征值问 

题：Lf=2~Df或者 W 厂=(1一 )Df。可见 L和 W 对应的特 

征向量一致，而特征值满足和为 1。因此，可以针对标准化的 

w研究广义特征函数学习问题 ，即在 Hilbert空间由对称核 

函数定义的线性算子及其特征函数问题：T = _厂。 

典型的谱聚类算法有 NJW、NCut和基于 Nystr6m方法 

的谱聚类口j、Ratio Cut。NJw计算标准图 Laplacian矩阵的 

非零特征值对应的特征向量，其实际上得到了全部数据在若 

干特征向量构成的空间上的投影，是一种非线性降维方法。 

从矩阵原理上看 NJw构造了Gram矩阵的低秩逼近，体现了 

当今的大数据降维思想。NCut算法将标准化图分割转化为 

广义特征值问题：(D～ ) ： ￡ ，该方程的解与图相似矩阵 

的特征值和特征向量具有一一对应关系，马普研究所的yon 

Luxburg等人清晰地指出了它们的关系。NystrOm方法是一 

种基于采样的求解积分方程的近似方法，来源于Baker对积 

分方程的数值求解研究。文献[5，7]的谱聚类算法是通过随 

机采样构造样本的 Gram 矩阵，然后利用 Nystr6m方法计算 

数据的近似低维特征向量。而非样本数据(out-of-sam ple)在 

低维空间的投影通过特征函数计算。表 1给出几种典型谱聚 

类算法计算性能的比较。 

表 1 几种典型谱聚类算法复杂性比较 

注： 为样本数。 

4．2 采样和输入数据分布 

采样降低了数据量，降低了谱聚类的计算复杂度，当前有 

一 些典型的理论研究工作。Nystr6m方法通过随机采样点计 

算系统的特征函数，在保证聚类质量的条件下有效地降低了 

算法复杂性，在大数据应用中具有显著的优势。但是采样本 

身对于Nystr6m方法的影响至今少见报道。利用谱聚类对 

图像多尺度进行分割 ，存在着计算复杂度高和类不平衡问题。 

因此，李小斌和田铮研究了基于采样技术的多尺度谱聚类算 

法，提出了保证每类均有样本的采样定理，但是文中没有探讨 

采样对于近似质量的影响[8]。 

采样量、采样方式和分布函数 影响近似结果，那么影响 

程度、近似误差等问题值得研究。文献[8]是根据类别研究采 

样量的较早文献，指出每类具有样本的条件下的最低采样量。 

经典Nystr6m方法进行随机采样可得到独立同分布的样本， 

但可能导致样本矩阵奇异和结果的随机性。最近两年，围绕 

NystrOm方法的采样有不少深入的研究。Drineas等人系统 

地分析了Gram 矩阵的低秩近似方法，提出了基于非均匀采 

样的 Nystr0m方法的低秩矩阵近似算法_7]。与通常的直接 

分析特征值和特征函数方式不同，Kai Zhang等人分析了 

Nystr6m方法中采样方案的近似矩阵的误差，指出基于 

means算法的采样能达到最小的矩阵近似误差l_9]。2012年， 

Kumar等人研究了各种固定的和适应性采样方法的效率，提 



出了一族集成采样算法。在一系列对比实验分析的同时，也 

证明了集成 Nystr6m算法的收敛性[“]。在输人数据分布方 

面，文献[6]描述积分算子中输人数据分布的影响，说明了高 

斯分布的数据输入可用于类判别任务。文中以高斯分布为例 

进行了分析，解释了非均匀分布情况下产生的数据分类效果。 

Tao Shi等人研究了分布 和积分算子特征值和特征函数的 

关系，指出当 为高斯(混合)分布时，其参数可以通过积分算 

子的特征空间计算[101。 

4．3 算子的收敛性 

积分算子的收敛性是验证谱聚类算法合理性的重要依 

据，当前多在算子理论框架下研究谱聚类中标准化经验算子 

的极限性质、经验算子及对应的连续形式的特征值差异和特 

征函数关系、经验算子的收敛率等问题。国内数学学者韩彦 

彬就曾研究了在不同空间中积分算子的特征值、高维正定核 

的特征值分布l1 。在谱聚类中，通常假定算子在L 、 或再 

生核 Hilbert空间(RKHs)运算。经验算子 和丁的近似程 

度与收敛关系、算子特征值和特征函数的收敛性等问题是近 

几年国外学者研究的重点之一l1 ”]。最近，在谱聚类方面有 

几个重要的工作。von Luxburg等人从有界线性算子的扰动 

理论和谱理论出发，描述了算子相关的若干收敛性，研究了标 

准化谱聚类中连续算子及其离散形式之间的收敛关系、收敛 

性 ”]。对于标准Laplacian算子的收敛率，文献[13]给出了 

经验算子的特征向量收敛的上界。在高斯核的情况下，其收 

敛率为 O(1／√ )， —C×。。与此不同，Rosasco等人利用了 

Hilbert空间的中心不等式，在文献[13]的基础上简化了积分 

算子收敛性的证明过程E1z]。文中采用 了对称正定 的再生核 

函数，由样本定义了再生核 Hilbert空间 中的自伴算子： 
r 

：踟  一 {<·，K )K ，K =K(·， ) 
J 

1 n 

： + L = ∑(·，K >K 
i一 1 ‘ ‘ 

它们均为 Hilbert-Schmidt算子，并且依 1～2e- 的置信 

度满足 Il 一 II Hs≤2，c 。进而，Rosasco等人利 

用奇异值分解方法说明了 和 T具有相 同的非零特征谱， 

且特征函数满足一定的等价关系，详见文献[14]命题 8。T 

和核矩阵K 的特征值之差的上界通过这种关系和中心不等 

式定义。2011年，Pelletier和 Pudlo研究了谱聚类在水平集 

上算子范数的收敛性，提出了基于密度估计方法的谱聚类算 

法，并证明了标准化经验算子的必然收敛性L】引。 

5 Laplacian特征映射 

谱聚类与LEM紧密相关，而LEM来源于相关的物理背 

景 ，即 Maupertuis所谓 的自然 界的“最小作 用原理”。Lan- 
r 

grage将这类问题的最优目标定义为物体动能 l删 dt，其中 
√ 

m t分别表示质量、速度和时间。在黎曼几何中该目标的 

最优解可以通过流形学习方法解决。考虑 中流形 上的 

光滑函数，：[0，刀一 ，II f ll z( 一1，它将时间映射到空 
r 

间，I l】 厂( )『_ 即表示了单位质量物体的动能，其中 表 
J 

示梯度【1 。Laplace-Beltrami算子 △的特征函数即为该 目标 

的最优解。该算子定义为函数 ，的梯度的散度，即：af= 

( _厂)= 。f，由于 与--div为伴随算子(Stokes定理)，从 

而优化目标转化为：f ll vf(x)ll。一I< _厂(z)，vf(x)> 

r r 
一 一

l div( -厂( ))_厂=一f Af(x)f。 

根据Rosenberg的结论，△是正半定子伴随算子，其特征 

函数是无限可微函数。Belkin和 Niyogi构造了流形上 — 

place-Beltrami算子的泛函近似L，[1 ]： 

1 r 一』 二 ! r 

L㈤f ‘j e f ㈤Y—J 
一 ! 二 ! 
e 4t 厂( ) ( )) (8) 

并证明了L及其离散形式的特征值和特征函数将随着 一0 

收敛于 忘 △的对应值，通常vol(~O 1。式(8)采用了方 
差为 的高斯核函数，tL (-厂)的前半部分与式(4)一致，后 

半部分为常数。他们证明了算子的扰动定理(见文献[15]定 

理 4．3)，指出(1～／-／,)／t的特征值和特征向量收敛于连续积 

分算子L 的对应值[15,16]，其中：H 为热算子，定义如式(2)。 

进而，证明了存在收敛的时间序列，使得经验算子L， 的特征 

值和特征向量收敛于流形上Laplaee-Behrami算子的对应值。 

在 Laplacian点态收敛(pointwise convergence)方面，Lafon研 

究了流形上任意分布下算子的广义点态收敛性，推广了Bel— 

kin的结论m]。Hein等人在点态收敛性方面开展了系列研 

究，给出了图Laplacian算子与流形的强(弱)点态协调性定 

理 ”]，而Singer对该结果给出了更快的收敛率[zoJ。 

6 数据降维及应用 

降维是大数据分析面临的主要工作，目的是在保证结果 

质量的前提下提高运算效率。谱聚类均能有效地实现数据的 

非线性降维，除此之外，还包括(核)PCA、奇异值分解(SVD) 

等。(核)PCA实现了(非)线性降维，其特征值和特征向量与 

谱聚类的对应量存在等式关系，Bengio等人在技术报告中详 

细地阐明了这一点 ]。SVD在谱聚类分析中起到了重要的 

作用，用来建立经验算子和积分算子的特征值和特征向量之 

间的联系[“]。 

谱聚类计算了Gram矩阵的低秩逼近，与许多当前流行 

的矩阵降维目标一致。也有一些相关的研究值得参考，张振 

跃和查宏远结合国外最新的研究趋势，利用 SVD和流形学习 

研究了mx 矩 阵的低秩逼近方法。算法中矩阵被按列分 

块，在已知每个子块的最佳低秩逼近的条件下，近似得到原始 

矩阵的奇异值分解[2 。Frieze等人采用 Monte Carlo算法寻 

找mX 矩阵A的最优低秩逼近。该算法按照假设的概率选 

择长方阵的行和行内单元，找到最多秩 的矩阵D ，使得 

II A—D Il}≤
DI 

m

(

i
。
n

) 
Il A—D ll}+￡I{A ll}至少以1一 

的概率成立。算法是参数 忌、1／e和log(1／ 的多项式时间复 

杂度，与矩阵大小无关[23,24]。 

在应用方面，除了适用于任意分布的数据集聚类之外，谱 

聚类算法主要用于图像与视频分割。分割的基本思想是通过 

Laplace变换将像素的特征点投影到低维空间中(为多对一的 

映射)，形成低维空间聚集。像素点根据这些聚集进行标识分 

类。 
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结束语 谱聚类是当前流形的数据嵌人方法之一，可以 

有效实现数据的降维，当前有一些关于算法及应用方面的综 

述性文献[2 伽 。本文不注重讨论、分析和介绍现有算法及其 

应用，更注重围绕谱聚类相关的数学基础开展研究和阐述。 

当前的谱聚类算子理论的研究将当前的热点领域，即再 

生核 Hilbert空间、核函数、正定积分算子、算子奇异值分解、 

算子的收敛性理论等内容有机地联系在一起，有效地解释了 

谱聚类的降维本质。通过一定的变换方法可知，谱聚类与主 

成分分析_2 、判别分析_2 、核 k-means等算法也具有一定的 

内在联系。谱聚类算子理论的研究仍有一些工作，如不同论 

域算子特征值的变化规律、特征函数的分类能力、算子收敛 

性、矩阵的低秩逼近等。 

在应用基础方面，目前仍然存在值得研究的问题：(1)对 

于一般形式的数据分布 或 ，积分算子的性质和特征函数 

的形式需要研究。(2)随机图上 Laplacian算子的特征函数学 

习问题。随机图在社会网络、动态系统中广泛存在，其特征值 

问题亦与积分算子特征函数学习有关，那么现有的一些结论 

能不能简单推广，值得深入研究。(3)Nystr6m方法是一种基 

于采样的低秩逼近算法，不仅在谱聚类中效果良好，在文本挖 

掘、语音处理中也多有应用，值得在应用基础领域扩展研究。 

(4)利用谱聚类方法估计(高斯)混合模型的参数和研究高斯 

分支之间的可分性[2 。但是，这种计算的复杂性和准确性需 

要研究。(5)在大数据环境下，相似度矩阵在变量的相关性上 

可能是稀疏的，如何寻找有效的正交基对矩阵进行变换，发现 

最稀疏矩阵或者近似最优矩阵是一个问题 ，其中难点在于如 

何找到合适的正交基。 
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