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摘 要 由于允许从少量数据中恢复原始信号的压缩感知的引入，基于历 范数JY-．~4化的最优化方法近来越来越受到 

重视。利用最小二乘问题的一种等价形式和 Bregman迭代方法的一些技巧，本文推导出了可以用于稀疏信号重构求 

解的非满秩情况下的A 线性 Bregman迭代方法的一种新的等价形式，并证明了它与原形式的等价性。 
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Abstract The class of norm regularization problems has received much attention recently because of the introduction 

of“compressed sensing’’which allows signals to be reconstructed from small amounts of data．With an equivalent form 

of 1east squares problem and some techniques of Bregma n iterative methods，we induced a derivation of A linear Breg— 

man iteration method that is equivalent to the one that exits． 
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1 引言 

1998年，DonohoE 在研究信号稀疏处理问题时提出了一 

种新的原理——基追踪原理。设 A∈R (优< )，“∈ ，g 

∈j ，基追踪的目的就是寻找下面最小优化问题的解 ： 

mi ( )，S．t．Au-~g (1) 
“ERn 

式中，J( )= ll =∑f 』。 

该模型通过求解带约束的 范数最小优化问题来获得 

线性系统A 一g的稀疏解，是求解信号稀疏问题的一种有效 

工具。基追踪问题本身来源于压缩感知l2 ]的应用，其在压 

缩图像、图像修复和丢失数据恢复、图像分解和计算机视觉任 

务、MRI和 CT、多感网络和分布感知、模拟以及信息的转化、 

生物传感器、芯片处理E 。 等领域有广泛的应用，因此对于式 

(1)的求解问题也随之引发了广泛的关注。 

当A非满秩时，线性系统Au=g不一定存在解，一般情 

况下，我们会考虑通过最tbZ．乘解，即 

u=argmin ll A“一g I} (2) 
“∈ 

来代替线性系统A“=g的求解。除非特别说明，文中 l_·ll 

表示 范数。一般说来，式(2)的解并不唯一一 ：=A g是 

其所有解中使得 z范数最小的解，但其一般并不是稀疏的。 

注意 A 是 A的Moore-Penrose逆，不一定是A (AA )_。，因 

为(AAT)1不一定存在。 

在稀疏信号的恢复等一些实际问题中，我们希望找到式 

(2)的一个稀疏解，由于 范数所具有的稀疏性，引发了人们 

对 范数最小优化问题的关注，即通过求解 

min(1】“ll 1：u=argmin A“～g l】。) (3) 

来获得式(2)的一个稀疏解。注意当A满秩时，式(3)等价于 

式(1)。 

在求解方面，一般情况下 ，式(1)的解可以通过解一个无 

约束最优化问题 
1 

min{itJ(u)+÷ II Au--g ll } (4) 
u∈J 厶 

来获得，其中a>O为正则化参数。事实上，式(4)和式(1)并 

不等价，除非存在零解。但是与求解式(1)相比，式(4)的求解 

更易于实现。 

到目前为止 ，式(4)的求解方法很多，关注最多的是不动 

点连续迭代方法 和基于 Bregman距离 ]的一些迭代方法， 

如 Bregman迭代嘲、A 线 性 Bregman迭代E ]和 A 线性 

Bregman迭代r8]，它们被认为是求解 范数最优化方法问题 

非常有效的方法并且这些方法的适应范围也非常广泛。但对 

矩阵A非满秩情况下的研究相对较少，且还有许多问题需要 

进一步完善，本文主要针对这种情况加以研究，并得出了一些 

与满秩情况非常类似的结论 。 

2 基本知识 

2．1 Moore-Penrose广义逆 

首先介绍矩阵Moore-Penrose广义逆的定义及其与本文 

有关的一些性质 

定义 1 E。 任意矩阵A∈ ，矩阵 B∈ 称为A 的 

Moore-Penrose逆，记为A’‘，如果B满足下面条件 

(1)ABA：A 

(2)BAB=B 

(3)(AB) =AB 

(4)(BA) =BA 
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A{1，3}表示满足上述(1)和(3)的矩阵 B∈ 的集合。 
一 个矩阵 B∈A{1，3}称为 A的 {1，3}一逆，也可以表示为 

A‘ ’”。 

定理 1 E。 设AER" ，r=rank(A)，若存在两个正交阵 

P∈R 和Q∈R ”使得 

A—P( ：) Q 
则 

A ：Q( ：) P 
式中，Y~=diag(al，⋯， )， >0，i=1，⋯，，-为矩阵A 的奇异 

值。 

定理 2嘲 设 A∈ ，uER ，g∈ ，则 u=A“ g时， 

ll A“一g Il最小。对于线性系统Au=g，向量 “是一个最小 

二乘解当且仅当 

Au=AA‘ ’。 g 

从而，广义最小二乘解是 

u=A g+(L—A‘ ’。 A)z (5) 

对任意 zER ，特别地，我们可以选择 A 作为一个 A 。 。 

2．2 Bregman距离和线性 Bregmaa迭代 

定义2[。 设 J为凸函数 ，则 ，口两点的关于J的 Breg— 

maD_距离定义为 

D ( ， )一J( )-J(v)一< ， 一 ) 

式中，向量 pEaJ(v)为 J在 处的次微分中的一个次梯度。 

注意 (”， )并不是一般意义上的距离，因为 (“， ) 

≠ ( ，“)，但 (“， )≥O且 (“， )≥ (叫， )对位于连 

接 “， 的线段上所有的点W都成立，可见它是对 “， 远近程 

度的一种度量。 

求解问题式(1)的 Bregman迭代_5]为 

j 盯 n{ ∥)+ 1_lA—gIIuE (6) < ) 
l 一 一A (Auk --g) 

式中， =Uo一0， 为参数。 

针对J(“)一II 1,／1I 的情形，文献[1O]给出了一种线性 

Bregman迭代 

』7fl+1一 +(g～A (7) 
I 一 (A ) 一 

式中， ：vo=0， 和 为参数， (训)：=[ (叫(1))， ( 

(2))，⋯，ta(训( ))] 

： f。‘ ． 讧 (8) ( if @ 

称为软阈值算子Ⅲ]。 

特别地，当AAT正定时，文献[7]还给出了一种被文献 

[8]称为A 线性 Bregman迭代的修正线性 Bregman迭代方 

法，其迭代公式如下 

f 州= +(g--Auk) (9) 
I 一艿 (A 州) 

式中， =vo=O， 和 为参数。但当 不满秩时，并没有 

给出推导过程。 

3 稀疏最dx--乘问题的Bregnmn迭代方法 

对于“=argmin f{A“一g ，由定理 2知其通解可表示 
“∈ 
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为 

u=A g+(I—A A)z，V zER" 

引理 1 式(1O)等价于 

A+A“=A十g 

证明：如果 u=A g+(I—A A)z，则 

(1O) 

(11) 

A十A =A十A(A十g+(，一A十A) )一A+g 

相反地，如果 A Au=A g，则 

= 一A+Au+A+g=A+g+(J—A+A)u 

由引理 1及式(11)表示的超平面可以看成是超平面Au 

—g的正交投影，因此可以用下面的正交投影 问题等价式 

(3)： 

min{1l U Il 1：A Au=A g} (12) 
“∈ 

进而可将其转化为下面的无约束极小化问题： 

min(z f{M『l + L_[I A Au--A g【l。} (13) 
∈ 

根据定理 1，矩阵A A的条件数是 J J A A ll·lI(A。。 

A) 1l=1，所以用式(13)的另一个重要原因是式(11)在某种 

意义上可以看成是对线性系统Au=g的预优。文献[6]表明 

收敛率依赖于系数矩阵的条件数，因此当A的条件数比较大 

时可以应用这种方法。 

定义 3 如果 aER ，矩阵 PER 是对称半正定的，则 

可定义如下加权半范数 

【fP一、 (14) 

很容易证明其满足：(1)Il n 11 ≥0；(2)Il 。lI =l ⋯ a llP； 

(3)Jj a+6 ll ≤ l_a Il +Il b ll，。 

又因为argmin Jl A A”一A g ll 等价于argmin l】U一 
∈ “∈J 

A g l1 A，从而问题式(13)可以变为 

min{／~ll“_l +÷ ll u--A g 1I +A} (15) 
“∈ 

这里 ll a 1l 一、 是向量n关于对称半正定矩阵 

A A的加权半范数。 

3．1 A 线性 Bregman迭代的推导 

对于非满秩矩阵A，我们由式(15)和线性 Bregman迭代 

方法来推导A 线性Bregman迭代。 

首先为了求解式(15)，我们对式(13)应用 Bregraan式 

(6)： 

一min{ (M， )+告Il A Au--A g l1 } (16) 
∈』 厶 

其中k=0，1，⋯，Uo=O， =0。其次线性化式(16)的最后一 

项为÷ ll A Au--A g Il +(A (Au--g)，u--v?)并增加近 

似项去 f【 一uk fl ，于是可以得到下面的迭代格式： 

州一mi n{／d：~k(“， )+<A -(A 一g)，“>+去【l M—E “ 一  

I J 0} (17) 

根据 Bregman距离的定义及式(17)的最优性条件可得 

pk州—一 ～A。。(Auk--g)一去(矿“-uk) (18) 

式中， Ea ( 州)。 

下面对式(18)和式(18)进行简化。 

首先 ，由式(17)可得 

pk+l_~pk—A (Auk—g)一言1( 札～矿)=⋯ 磊A (g 
U t= U 



 

一 A )一 

令 

=  +等=y--A --g)一等一皇 g— 
A )，Vk (19) 

则式(17)可以简化为 

H—arg m in{ ( )一(pk， >+(A (A ～g)， >+寺 ∈ 
『l 一 If。) 

一 “{ +去lI“一 一A A 一g + 

)ll z} 

一 { ‘“ +去I}“一 II ) ‘ 0 
针对 ( )= ll u J J ，式(2O)的解为 L( )，因此由式 

(19)和式(2O)可以获得下面的迭代公式即 线性Bregman 

迭代 

(g--Auk I ¨一 +A ) 

3．2 两种A 线性 Bregman迭代的等价性 

定理 3 对任意矩阵A，求解问题式(3)的迭代式(9)等 

价于迭代式(21)。 

证明：首先由式(21)及 =gO一0，我们有 g 一gO+A 

(g—A )=A g，u = L(g )； =g +A。-(g--Au )=A 

(2g--Au )，u = L (g )； 一 +A (g--Au )：A (3g— 

Au --Au。)， = L(g3)．．．·； 州一 +A (g--Auk)=A 

[(忌+1)g一∑A“ ]， 州= L( 州)；⋯。 

令 “=(五+1)g-- Aui，忌一0，1，2，⋯，贝0 州 =A 

州
，k=0，1，2，⋯，因此 州=(kg-- A )+(g--Auk)： 

+ (g--Auk) 

uk =aL(A )，即为式(9)。 

另一方面，在式(9)第一式的两端同乘以A 得到 

A十扩+ =A+ +A+(g—A ) 

令A+ 一 ¨，k=0，1，2，⋯即可得到式(21)。 

结束语 本文提出一种求解非满秩稀疏最小二乘问题的 

新 Bregman迭代正则化方法，它可以用于非满秩稀疏信号重 

构问题的求解。它由于仅仅需要矩阵向量乘积和压缩算子的 

计算，使得新的算法很容易实现。同时文中还给出了新方法 

与A 线性 Bregman迭代的等价定理。 
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