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摘 要 数字图像处理中的偏微分方程(H)E)方法近年来发展非常迅速，PDE方法 旨在建立偏微分方程的数学模 

型，而后令图像遵循此偏微分方程变化，最终达到预想的效果。通过偏微分方程处理图像之后得到的效果是用传统方 

法达不到的。现结合国内外研究现状详细地阐述了图像去噪、图像复原、图像分割、图像增强这 4类 PDE模型，同时 

也分析了偏微分方程建立、偏微分方程求解和偏微分方程实现这 3个主要的过程。 
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Summary of Partial Differential Equation(PDE)Method on Di【gital Image Processing 
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Abstract The Partial Differential Equation(PDE)Method on Digital Image Processing has developed rapidly in recent 

years．The PDE method aims to build mathematical model of partia1 differential equation and makes the image change 

following the partial differential equation．Finally the image will achieve our goa1．The image processing by the tradition— 

al method wi1l never re8eh the effect using the PDE method．Acco~ding to domestic and overseas studied conditions，We 

discuss four kinds of PDE models including image de-noising，image imprinting，image segmentation and image enhance— 

ment．We also analyze the establishment of partial differential equations，the solution of partial different equations and 

the implementation of partial differential equations． 
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近年来，偏微分方程(PDE)方法在数字图像处理中的应 

用十分广泛。本文第 1节主要介绍了偏微分方程的产生与发 

展；第 2节主要介绍了数字图像处理中偏微分方程建立的过 

程，其中图像去噪模型的建立来源于物理学中的扩散现象，测 

地轮廓线模型的建立来源于光程最小原理，故而把这两个模 

型单独列为 2．1节受 自然现象启发建立的偏微分方程模型； 

第 3节主要介绍了人为构造最小化某一能量泛函而建立的 

PDE模型，详细地分析了图像复原模型、图像分割模型、图像 

增强模型；第4节对全文做出了总结和展望。 

1 偏微分方程概述[ 。] 

1．1 偏微分方程的起源与发展 

自然界中的许多物理规律通常用数学语言描述，偏微分 

方程反映了有关的未知变量及其关于时间变量的导数和关于 

空间变量的导数之间的制约关系。早在 18世纪初，人们已经 

将弦线振动的问题归结为弦振动方程，并探讨了它的解法，这 

是人们接触到的第 1个偏微分方程。随后，人们又陆续了解 

了流体运动、弹性体的平衡和振动、热传导、电磁相互作用、原 

子核和电子的相互作用、化学反应过程等自然现象 的基本规 

律，并把它们写成偏微分方程的形式，偏微分方程理论也逐渐 

发展、完善。在图像处理领域，同样可以采用偏微分方程方 

法。它的基本思想是在一个偏微分方程模型中进化一幅图 

像 ，一条曲线或一个曲面，通过求解这个偏微分方程来得到期 

望的结果。 

1．2 偏微分方程的形式和分类 

一 个偏微分方程对变量求导数的最高阶数(包括混合导 

数)称为偏微分方程的阶数，数字图像处理和其他工程技术中 

都主要用到二阶偏微分方程。一般的二阶线性偏微分方程可 

以写成如下的形式： 

嘉+ z 髦+ 筹+cu=fZa aye (1) “l 十 1。 十口22一十D 十现 十 l 
式(1)经过变换可以令混合导项 n12为 0。当 n z一0时， 

若 a 、 同号，则为椭圆形偏微分方程 若 、 异号 ，则 

为双曲型偏微分方程，若 a 、a2e其中一个为 0，则为抛物型偏 

微分方程。 

1．3 偏微分方程的边界条件和初始条件 

以弦振动为例，以 表示弦的横向位移，设弦被固定在 ．27 

-二n和 一6两个端点处，那么有 ： 
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u(x，f)f ： 一O (2(a)) 

u(x，￡)l 一6一O (2(b)) 

式(2)为边界条件，又设定在开始状态 z一0时，弦的初始 

形态为 ．厂(z)，那么有： 

u(x， )J o一厂( ) (3) 

式(3)为初始条件。 

1．4 有限差分法概述 

有限差分法解偏微分方程的主要思想是化微分为差分， 

化微分方程为差分方程。 

如 = +At)一u(x， ) 
，

差分近似 ． Ou≈ 

丝 
，
其中 ≈垡 丝为前 向差分格式

，相应地 ≈ 

堕 为后向差分格式
， ≈ 为中心差分格式。 

对于二阶导数，只需把它的一阶导数当作原函数再求一阶导 

数即可。则 3zu≈丝 二 
。 比如一个抛物型方程 

为： 

一 “券+ (4) 
根据上述各式，化微分方程为差分方程得： 

一 口 [  + (5)
T b2 J 一 “ l J ， 

整理得： 

一  

+(1一 2at , ．T, a r ．
十 + (6) 

这样再根据偏微分方程的初始条件和边界条件经过迭 

代，可以把每个时问层的数据都求解出来。在数字图像处理 

编写程序部分会用到迭代的方法求偏微分方程的数值解。 

1．5 应用偏微分方程处理图像的优点 

应用偏微分方程处理图像的优点很多。本文突出体现了 

PDE在图像处理中可以达到“双重功效”的这一优点。例如 

应用PDE方法对图像进行去噪，在图像去噪的同时可以较好 

地保护图像的边缘。又如 PDE增强模型，利用 PDE方法可 

以在图像增强的同时去除噪声，而传统图像处理的做法是把 

图像增强和去除噪声分开进行。PDE方法处理图像的效果 

是传统方法处理图像的效果所达不到的。这些在后文将详细 

论及。 

2 图像处理中偏微分方程建立的过程 

2．1 受自然现象启发建立的偏微分方程模型 

2．I．1 受扩散现象启发建立的去噪模型[4 17] 

物理学中的扩散现象可应用到数字图像处理领域当中。 

扩散方程如下： 

8t一 (。 )+ (“ ) (7) 

如果把式(7)中的U换成数字图像中的灰度值 j，便得到 

图像中的扩散如下式 ： 

aI ar ． aI。 
一“ 十“ (8) 

在传统数字图像处理中，去除噪声的同时必然导致边缘 

模糊。但是，利用偏微分方程处理图像在去除噪声的同时还 

可以保留图像的边缘信息。Perona和 Malik~“ 于 1990年提 

出将式(8)中的常数n换成变量gf f，得： 
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一g(I 小豢+券) (9) 
式(9)是著名的PM方程。g(1vII)中的 g为边缘函数。 

函数 g的特性是单调递减函数，在 自变量大过一定值后，函数 

值为0。vI为 图像灰度值 的梯度，对 I取幅值后 ，得到 

1 I 1，它描述的是图像灰度值的变化。例如图像灰度值变化 

越大 ，IvII就越大。对式(9)做行为分析可知在图像平滑的 

部分，IvII小，g(V1)值大，图像扩散速度快，可以达到去除 

噪声的目的。在图像边界处，I I1大，g(IVII)值小，图像扩 

散速度变得缓慢 ，可以达到保留图像边缘信息的 目的。这样 

双重功效 皆可达到。 

边缘函数 g(x)--~IR：N g( )一 ，国内学者佟 

成等El2]提出取g(z)一 7丽 得到了对图像更好的平 

滑效果且算法迭代次数少。在另一种模型 CLMC模型r1。 

中的边缘函数取为g(z)一1mexp[ ]也得到了对图像 

更好的去噪效果。 

在扩散去噪模型中，Michiel Schaap[ 提出了一种新的 

方法，该方法的思想是令扩散后的图像与原图像按比例进行 

融合，生成处理后的图像 ，如下式： 

—  (S)L +(1一 (S)) 

式中，L， ，k 分别表示输人 的原始图像、扩散后的图像、 

最后输出的图像。To(s)为比例系数。 

国内学者刘桂兰l1。 基于经典的 PM模型，也提出了一类 

带时滞非线性 PDE模型在图像去噪中的应用。该模型与以 

往图像去噪模型不同，以2阶扩散张量代替经典的各向异性 

扩散系数，对经典PM模型做出了改进。 

2．1．2 受光程最小原理启发建立的测地线轮廓(GAC)模 

型[ ] 

光学中的Fermat原理指出，光在不均匀介质中传播时， 

“光线”不是直线，而是按最短光程的方式确定其路径。如果 

介质的折射率为n(x，Y，z)，那么光线从 A点传播到B点的 

实际路径应满足积分式 

—  (10) 

达到最小值时的从A点到B点的路径就是光线传播 

的实际路径。这一想法完全可以应用到图像分割中。如测地 

线轮廓模型需要确定一幅图像的边缘，一幅图像中的边缘一 

定是f VI f沿着某条封闭曲线积分取得最大值时的位置，这条 

封闭的曲线就是图像的边缘。具体可用数学公式表达为： 

L—l g(I II) 
√ 

(11) 

式中，L为泛函，g为单调减函数，L最小时的z便是图像的边 

缘，确定 z的方法是变分法，后文将做 出说明。描述 z的变化 

可用梯度下降流，如下式： 

r  一  一 _÷ 

一g(C) N～( g·N)N (12) 
口 

式中，g表示边缘函数，C表示当前曲线 ， 表示曲线的曲率 ， 

N表示曲线的单位法向量，式(12)称为梯度下降流，形象地 

可称之为演化方程。将一条闭合的曲线内嵌入图像当中后， 

通过程序调试，令曲线按照式(12)进行演化，最终曲线停止的 

位置将是一幅图像的轮廓线，如图 1_5j所示。 



 

图 1 

2．2 人为构造某一能量泛函建立的 PDE模型E ] 

人为构造某一能量泛函而后建立的模型占大多数。它的 

要领在于人为构造一个能量泛函，最小化这个人为构造的能 

量泛函，可以达到实现数字图像处理的目的，如图像复原、图 

像分割。最小化能量泛函后利用变分法得出的偏微分方程模 

型即数字图像处理的核心。后文所述的PDE模型都是人为 

构造某一能量泛函建立的模型。 

2．3 Euler方程与梯度下降流[1,5,19,20] 

由最小化能量泛函推出偏微分方程中的重要一步是应用 

Euler方程，以下说明用微扰法推出 Euler方程 ，以及梯度向 

量流的引入。Y为泛函，J( )一l F(x， ，Y )dx在Y处取得 

极小值。现考虑对最优解做一个 (z)的微扰，口(z)满足 (a) 

一O， (6)一0， ( )具备任意性。那么根据Tayor展开，下式 

成立： 

， -Fv,y' )一 ，3， )+ +蒡 ，+．．．(13) 

那么J(y 近似等于 )+ ( 蒡) 利 
用分部积分，可进一步化为： 

)+ [ 等一 d OF)]如 (14) 
由于微扰很小，式(14)对任意的V，J值不变，有 ： 

8F
一  ( )一0 (15) 

u) u 

式(15)是著名的 Euler方程，Euler方程的推出还有其他 

方法，读者可参见文献Eli中P190—192。对于二维情况J( ) 

一 Il nF(x，Y， ，Ux，Uy)dxdy，用类似的方法得出对应的Euler 

方程为： 

瓦OF一 d L． OF．)一 d L． OF ． 0 (16) 

对于式(15)采用数值解法的算法复杂性较高，于是必须 

采用梯度下降流方法。以一维泛函为例，梯度下降流的主要 

思想在于人为地增加一个时间变量 t，使 Y不断随时间变化 ， 

变化的结果是使 ( )不断地减小。最终 J( )趋于稳定，此 

时的J(y)就是极小值，就是 一 ( )一。的解。梯度下 

降流方法的好处在于初始的Y可以取一个满足条件的任意函 

数。以下说明梯度下降流具体实施过程，微扰项 v(x，￡)可作 

为是由 ( ，z)从 到t+At所产生的改变量，即 一 ，代 

入式(14)得： 

J( ， + )一‘，(y,t)+△f a S Ea
。

F 
一  d OF)]d (17) 

为确保 J( ，￡+At)不断减小，令： 

一

_[ 一 d ~ 8F' ,
Jn (18) 

被积函数就会始终小于或等于 0，达到了 目的。式(18) 

就是梯度下降流。当 稳定后， 一五d + 3F~ 一o
，这时的 Y 

便是 一五d ． OF ．一。的解
。 类似地，对于二维变分问题 “= 

u(x，y)，梯度下降流为： 

3u
一  

d L． OF J．十, d L． OF．J一瓦OF (19) 

为下文PDE图像复原模型做准备，现讨论 F—lD(1 Vu1) 

= 10[( + 2)专]时的 Euler方程和梯度下降流。根据式 

(16)，得出 Euler方程为 ： 

dived(I v“I) ]：0 (2O) 

根据式(19)得梯度下降流为： 

[ID，(1 }) ] (21) 

当 lD(r)=r时，梯度下降流为 ： 

57一di ( ) (22) 

当 lD(r)一，上时，忽略常数因子，得 ： 

au ( 象+ (23) 

3 图像处理中的 PDE模型分类概述与分析 

3．1 图像复原的 PDE模型 
一 幅图像在成像的过程中，往往会有相对运动和成像系 

统的噪声使图像模糊 。因此需要对图像进行复原。图像复原 

的 PDE方法难点在于最小化能量泛函的确定。 

3．1．1 图像复原模型的建立过程 

在数字图像处理的偏微分方程方法中，图像以1 “I作为 

故有特征，建立PDE的过程总是以l VuI为着手点。图像复 

原的主要思想在于最小化类似于 l “I这种形式的函数的能 

量泛函，达到对图像的复原的效果。但最小化的那个 函数究 

竟是何种形式 ，一些学者做 出了很多研究工作，大多是在 

I I Vu l 和IIVuI做出取舍。Rudin，Osher和Fatimel21]从 

两个方面做出对比，首先提出应以I lVuI作为最小化能量泛 

函。 

以一维泛函为例，考虑泛函 ( )一I I％J如，函数 ( ) 

满足边界条件 (n)一 ，“(6)一 无论 “( )这个函数是何种 

形态，最终 J( )的结果都是l —pl。而选择泛函J( )一I 

I 『 作为最小化能量泛函的标准。“(z)若有大的跳变，将 

率先被平滑，此图像的信息不能被保存下来。只有采用泛函 

J( )一 l l如I 图像的跳变才有可能在全变分的过程中被 

保存下 来。另 一 方 面，根 据 2．3节 中式 (23)，最 小 化 

』J I J。的梯度下降流为线性扩散方程： 一嘉+ ，因 
为在 方向和Y方向扩散系数相同，所以经过数值离散化后 

的地， 在4个邻域点上具有相同的权重，必然导致图像边缘的 

模糊化。再根据2．3节中式(22)，最小化l I Vu J的梯度下 

降流为非线性扩散方程： 一南 (象+ )。由于南 
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这一项的作用，经过数值离散化后的 城，J在 4个邻域点上具有 

不同的权重，可阻止边缘的弥散化。 

3．1．2 图像复原模型[ ] 

由上文所述，图像复原的能量泛函可表示为： 

I『(“)一I l “l妃+ I[ *M一 ] dQ (24) 

*“一UO为U的约束条件。其中 为成像系统的弥散 

函数，Uo为成像系统的输 出图像 。 

式(24)推出的 Euler-Langrange方程为： 

％* d*“一 )一di } )一0 (25) 

式(25)在 div( )中存在 “一。的点，式(25)具有病 

态性质，对其进行正则化得经过修正的 Euler-Langrange方程 

为： 

d̂*‘̂d*“—— )--div( ==0 (26) 

式(26)的梯度下降流为： 

而 赢  (27) 
3．1．3 几个图像复原的新模型 。朝 

国内学者近些年来也提出过图像复原的新模型，应用到 

图像复原中也取得了良好的效果。选取I、／， 2而2作为 

能量泛函，二阶导数相比一阶导数对边缘信息更敏感，对噪声 

的平滑速度更快，取得了更好的效果。所建立的能量泛函为： 

) J 佩  d + J [ ， )一 
( ， )] dxdy (28) 

约束条件为 

玎J n Eu( ，y)一 ( ， )] dxdy一 
式(28)推出的 Euler-Langrange方程为： 

‘焘 ) +‘ + 一蛳)=o (29) 
国内学者王朔中[2 等人基于热传导模型建立了 PDE修 

复模型。该方法采用更为简洁的数学表达，能以较低的计算 

复杂度实现有效的图像结构层修复。实验结果表明该方法适 

用于修复图像中的小块缺损和划痕，消除可见水印等叠加成 

分。 

3．2 图像分割的 PDE模型[26-34] 

图像分割的 PDE方法大致可分为蛇模型方法、水平集方 

法和近年来提出的梯度向量流(GVF)方法。 

1987年，M Kassl2 提出了基于能量变分的活动轮廓模 

型(active contour mode1)，即蛇模型(snake mode1)。蛇模型 

可分为几何式蛇模型和参数式蛇模型两大类。几何式蛇模型 

是 CasellesE 和Malladi[勰 提出的，该模型基于曲线演化理 

论 ，用水平集方法实现，它的演化过程是基于曲线的几何度量 

参数，如法向量、曲率等，如2．1．2节提到的GAC模型是经典 

的几何式蛇模型。参数式蛇模型是用一条参数曲线表示蛇模 

型的活动轮廓，通过最小化能量函数使得该曲线在图像上移 

动，并最终收缩到待分割的目标边界上。其优点是运算速度 

快，但由于模型表示是采用参数化曲线，当演化曲线的拓扑结 

构变化时，参数无法自适应变化。 
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水平集方法是由 Osher和 Sethianc 。]于 1988年提出的， 

这是一种基于几何形变的曲线演化模型。它是将轮廓曲线嵌 

入到一个高维函数中，用某个水平集(通常是零水平集)隐式 

表示，演化过程中不同拓扑结构的水平集都对应同一个水平 

集函数，因此 ，可自动控制拓扑结构的变化。 

3．2．1 PDE图像分割的思想和指标 

图像分割的PDE方法的主要思想是首先建立一个初始 

曲线，再设置曲线的推动力，曲线在推动力的作用下运动，最 

后曲线停止处就是图像的边缘。一个图像分割的 PDE模型 

的 3个主要指标是(1)曲线能否进入到图像的深陷区域；(2) 

初始状态下曲线位置的选取是否灵活；(3)PDE数值解法的 

算法复杂性。根据这 3个指标评价 PDE模型，传统 的 Snake 

模型存在着两个严重的缺点，首先是曲线无法进入图像深陷 

区域，其次是初始曲线必须靠近图像轮廓边缘。对此 Xu[31_ 

等在 1997年提出梯度矢量流主动轮廓模型(GVF)，也是目前 

应用最广泛的模型，GVF模型对于前两个指标都有很好的效 

果，但是算法复杂性很高。国内一些学者针对以上3个指标 

的优化也提出了一些新模型。 

3．2．2 图像分割的 Snake模型分析[35-39 

Snake模型的最小化能量泛函如下 ： 
r1 

( (s))一 l E'呲( (s))+E ( (s))ds (3O) 
J 0 

(s)一(z(s)， ( ))，sE[0，1] 
1 1 

( ( ))一-6 - ( )l ( )l +÷fl(s)I (s)I。， ( 
厶  

(s))表示曲线的内部能量(内力)。它的第 1项控制曲线的弧 

长，第2项控制曲线的曲率，保证曲线的光滑。 (s)、fl( )一般 

设置为常数。有学者认为第 2项不必单独提出，根据曲率运 

动演化性质，在最小化曲线弧长的过程中，也将使曲线逐渐光 

滑。 ( (5))一 ( (s))+E ( ( ))，E ( ( ))表示曲线 

的外部能量(外力)。 ( ( ))表示图像能量，E嗍( (s))表 

示约束力 ，通常不考虑。 

E 一 E +“ E妇 + E一 ， 取决于图像本身 

灰度值，控制初始轮廓向亮的或者暗的区域移动，方向取决于 

的符号。E 表示图像边界能量，E 一一fvI(x， )I ，这 

项在活动轮廓模型中起主要作用。一幅图像的边缘一定是在 

图像灰度值的梯度最大处，换言之，就是最小化一I I(x， ) 

I。。在实际应用中有时把 E 设定成函数 ，如 GAC模型， 

E姆一g(I “1)，g称为停止函数。 表示截止泛函，用来 

寻找曲线的最终收敛位置。 ， 和 ～ 分别表示各个能 

量项的权重。通常 E 在实际应用中，只考虑 E 一项。根 

据 Euler方程，式(3O)E妇 ( ( ))取最小值时的 ( )是下面 

偏微分方程的解： 

c,C( )一 ( )一 一O (31) 

其梯度下降流__38]为： 
3r 

-

“

5 7一 ( )一 (s)一 (z，Y) 
v  

上式前两项称为内力即 F 一 (s)一p ( )，控制曲线 

自身的属性。其中， ( )称为弹性内力，控制曲线的连续 

性，一J。 (s)称为刚性内力，使曲线保持平滑。第 3项称为外 

力，即 —一 (z， )，它是由实验数据决定的，促使活 

动轮廓线像 目标的边界移动。 

3．2．3 GVF模型[40-46]分析 

GVF模型的特点在于应用梯度矢量流使曲线收敛到图 



像的边缘处。梯度矢量流为户 ， )一[ ( ， )，v(x， )]，图 

像的边缘信息用 f(x， )表示，f(x， )一一I (G( ， )* 

I(x， )I 。G(x， )为二维高斯函数，G(x， )*I(x，．)，)为原图 

像经过高斯滤波器平滑后的结果，最小化能量泛函为： 
rr 

E—Il ( + + + )+I ，I l 一 _厂l。dxdy 

(32) 

式中， 是调节系数，为常数，噪声越高时， 的取值越大。根 

据 Euler方程 ，E取最小值时，p(x， )满足以下偏微分方程 

组 ： 

u--(u一 )( + )一o 
，。 。、 

＼ z 一( 一 )( + )一0 

对式(32)进行分析可见当 l -厂I较小时，即在图像灰度 

值比较均匀的地方，式(32)第 l项起主要作用，第 1项很小， 

表明在 图像灰度值 比较均匀的地方p(x， )变化较小。当 

I ，I较大时，即在图像边缘附近的地方，式(32)第 2项起主 

要作用，此时 接近于 ，的变化，并且在图像边缘处， 

p(x，j，)变化比较迅速。 

(b) 

图 2 

如图2E” 所示 ，图 2(a)为用传统方法分割图像的效果， 

图 2(b)为利用 GVF场分割图像的效果。可见对于深度凹陷 

图像GVF方法明显好于传统方法。式(33)的第 1项为扩散 

项， 。是拉普拉斯算子。国内学者王宇等人l4 认为将扩散 
l ～ l 2 

项改为div(c(JVu J) “)，f(』Vu J)=exp(一 等L)得到了 

更好的收敛效果。由函数性质可知 ，在图像梯度大的地方 ，扩 

散较弱；在图像梯度较小的地方，扩散较强。这样就可以有效 

解决弱边界泄露问题。 

3．3 图像增强的 PDE模型[47-52 分析 

对于灰度图像而言，图像增强就是图像灰度值反差增强。 

传统数字图像处理方法包括累计频率求转换函数方法和分段 

线性拉伸的直方图均衡化方法。只从图像增强考虑 ，PDE方 

法会和累计频率求转换函数方法得到相同的结论。但是， 

PDE在图像增强的同时也可实现对图像去噪。这便是 PDE 

方法的优势。 

图像增强的 PDE方法需最小化以下能量泛函 ]： 

E(D一 1 f[ 手 一丢]zdxdy～ 
d JJbmax 

1 rr 

÷ ll II(x， )一I(u， )Idxdy (34) 

最小化E(D的目的在于最小化第 1项和最大化第 2项。 

最小化第1项的目的是使增强后的图像整体灰度值接近于 
n  

_

／J bm
rax

，最大化第 2项的目的是增强后的图像与原图像相比有 

较大反差 。这两个共同的效果就是图像增强。 

根据 Euler方程，得出最小化式 (34)能量泛函的梯度下 

式中， 表示图像像素点总数，A(I(z，Y，￡))为 图像 中灰度 

值大于I(x，Y， )的个数。稳定后，式(35)左边为0。得 

I(x,y,oo)一 二 一‰ (H( (36) 

假定 一o，式(36)与传统图像增强的方法有相同的 

结果。但这不代表 PDE方法无实际意义，后文可见。 

式(35)可以整理成 ： 

= [( 一D )H(J(z， ，z))+D ]一 

I(x，Y，f) (37) 

式中，[( 一一 )H(』( ，Y，f))+Dm ]为采用累积频率 

求转换函数方法得到增强后的图像。式(37)可以归结为下 

式： 

=厂(j(z， ，z))一I(z， ，z) (38) 

式中，f(I(x，Y，f))表示用户指定的任何灰度变换函数，对式 

(38)做简单的行为分析表明，当，(·)大于 I(x， ，￡)时，I(x， 

Y，￡)将增大，当，(·)小于 I(x，Y，z)时，I(x，Y，￡)将减小。可 

见，I(x，Y，￡)将“跟随”，(I(x，Y，￡))，最终将等于 _厂(I(x，y， 

￡))。 

人们建立PDE模型时基于以上常常再添加一个去除噪 

声项 ，所以PDE方法的最大优点在于图像增强的同时可以去 

除噪声。如以下模型： 

( [ (x,y,t))_ ， ] 

(39) 

式(39)的梯度下降流可以同时实现对图像的增强和去 

噪，参数 的选取用以平衡图像去噪和图像增强的比重。传 

统图像增强的方法是先增强后去噪或者先去噪后增强。先增 

强后去噪的做法会使噪声大大增强，后续的去噪难以奏效。 

先去噪后增强难以保护弱的边缘，原有的弱边缘不能得到有 

效的增强。这两种传统的图像增强方法都不可能达到 PDE 

方法的效果 。这里又一次地见到了 PDE方法的优势。 

结束语 现已详细论述了数字图像处理中 PDE方法 的 

思想，PDE模型建立的过程 以及 PDE模型分析。PDE模型 

建立的过程大致可分为如下几步：第 1步，建立最小化能量泛 

函。第2步，根据Euler方程求出梯度下降流。第 3步，对某 

些参数进行确定和对梯度下降流进行修正(如病态方程需正 

则化)。第 4步，利用有限差分法解偏微分方程并编程实现。 

第 5步，观察图像处理的结果，分析 PDE模型的优缺点。我 

们认为在图像扩散中，边缘函数的选取将决定扩散后的图像 

的质量，对于边缘函数的具体形式为何种可以继续深入研究。 

同时，根据具体的一幅图像和特定的处理要求 ，提出具体 的 

PDE模型这一项也值得深入研究，并且很有研究价值和研究 

意义。PDE方法的最大好处就是可以在数字图像处理中达 

到双重功效。例如在图像去噪的模型中可以较好地保护图像 

边缘信息，在图像增强的模型中可以去除噪声。这些效果在 

传统数字图像处理中是达不到的。同时，在数学上，利用有限 

差分法和有限元方法都可以解偏微分方程 ，这为图像处理创 

造了条件。 
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