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摘 要 首先定义了不完备决策形式背景 ，g--g,a；完备的子条件形式背景和子决策形式背景上，提出了双子集内涵概 

念的构建方法及概念格的生成算法，给出了不完备决策形式背景基于双子集内涵概念的属性协调集与属性约简的判 

定方法。 
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Abstract W e defined the incomplete decision formal context，and proposed the construction method of concept with 
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1 引言 

形式概念分析是由Wille教授于 1982年提出来的，其核 

心是形式背景及其概念格[1]。概念格的基本思想是基于对象 

与属性之间的二元关系来建立一种概念层次结构，其中每个 

概念都是对象与属性 的统一体。通常将概念格表示为一个 

Hasse图，以生动并简洁地体现这些概念之间的泛化和特化 

关系。作为数据分析和知识处理的形式化工具 ，形式概念分 

析已经成功应用于信息检索_2]、机器学习[ 、知识发现[ ]、软 

件工程l_6 ]等领域。 

在经典的 w．1le形式背景中，对象和属性之间的关系是 

确定的，通常用“1”或“0”来表示 ，称这种形式背景是完备的形 

式背景。然而在现实中，由于数据测量上的误差及对数据理 

解或获取的限制 ，存在部分对象与属性之间的关系是不确定 

的，这时称形式背景是不完备的，由此可见在形式概念分析 中 

研究不完备形式背景是十分有意义的。在实际应用中，往往 

需要研究的是带决策的形式背景。决策形式背景是具有一组 

条件属性和一组决策属性的形式背景，由这两组属性可以分 

别形成两个概念格，在决策形式背景下需要研究这两个概念 

格之间的关系。属性约简是知识发现研究的重要课题。所谓 

属性约简，就是针对不同的 目的要求 ，去除其中不相关或不重 

要的属性，使知识表示更加简化的同时又不丢失基本信息。 

目前，已有许多学者对形式背景中的属性约简开展了深入的 

研究，并且得到了很多重要的结果l_8_l3_。 

本文给出了不完备决策形式背景的定义，将一个不完备 

决策形式背景分解为两个不完备形式背景，即子条件形式背 

景和子决策形式背景，给出相应的双子集内涵概念构建方法， 

并由此得到不完备形式背景中构造概念格的新方法及相应的 

改进算法；进一步提出了不完备决策形式背景协调性的概念 

及属性约简的定义 ，给出了 4个协调集的判定定理及属性约 

简的方法。 

2 预备知识 

定义 1l1] 称(U，A，J)为一个形式背景，其中 U一{_，r ， 

IT2，⋯， }为对象集 ( ≤”)称为对象；A一{al，口2，⋯，口卅} 

为属性集， ( ≤ )称为属性；J为 U和A之间的二元关系，即 

J 【，×A。若( ，a)∈j，则称对象 具有属性 n；若( ，a) 

j，则称对象 ．x-不具有属性 n。 

对于形式背景(U，A，D，P(U)表示对象集 U 的幂集， 

P(A)表示 属性集 A 的幂集。对于任意的 X∈P(U)，B∈ 
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P(A)，映射 和 ：P(U)--~P(A)定义如下： 

X 一{aEA：V．rEX，( ，a)∈I} 

一 {日EA：V EX，(-r，a) ，} 

映射 和 ：P(A)--~P(U)定义如下： 

B 一 {．rEU：VaEB，( ，a)EI} 

B 一{ EU：VaEB，(_1，，n) j} 

X 表示 X中所有对象共同具有的属性集合 ，X 表示 X 

中任意对象都不具有的属性集合 ；B 表示具有 B中所有属性 

的对象集合，B 表示不具有B中任意属性的对象集合。为表 

示方便，V．rEU， } 记为 ， } 记为．r ；VdEA，{a} 记 

为 a ，{a} 记为n 。 

定义 2[ ] 对于形式背景(U，A，J)，如果一个二元组(X， 

B)满足 X 一B且 B 一X，则称(X，B)是一个形式概念，简 

称为概念。其中X称为概念(X，B)的外延，B称为概念(X， 

B)的内涵。 

定理 1[“] 设 (U，A，I)是形 式背景，V X，X ， ∈ 

P(U)，VB，B1，B2 EP(A)，贝0 

(1)X】 X2 X X ，Bl B2 B B ； 

(2)X X～ ，B B一 ； 

(3)X— X⋯ ，B—B⋯ ： 

(4)(Xl U X2) 一X nX ，(Bl UB2) 一B nB ； 

(5)X B ∞ B X 。 

定义 3ll 形式背景(U，A，D的全体概念记为 L(U，A， 

J)，它构成完备格，称为概念格，其中(X ，B )≤(Xz，B )㈢ 

Xl X2(㈢B1 B2)，(Xl，BJ)^(X2，B2)一(X1 nX2，(Bl U 

B2)～)，(X1，B1)V(Xz，B2)一((X1 UX2)一，Bl nB2)。 

定义4[” 令 L(U，A1，f1)和 L(U，A2，，2)是两个概念 

格 ，若V(X2，B2)EL(U，A2，J2)，总存在(Xl，B1)EL(U，Al， 

，1)，使得 X1一X2，则称 L(U，Al，，1)细于 L(U。A2，，2)，记作 

L(U，Al，J1)≤L(U，A2，I2)。 

定义5l ] 称(U，A，J，T，J)为一个决策形式背景，其 中 

(U，A，J)与(U，T，J)是两个形式背景 ，U为非空有限对象集 ， 

A为条件属性集，11为决策属性集。若 L(U，A，J)≤L(U，11， 

‘，)，则称该决策形式背景是协调的，否则称其是不协调的。 

定义 6[15] 一个不完备形式背景是一个四元组(U，A， 

J，{1，?，0})，这里 U为非空有限对象集，A为属性集，{1，?，0} 

为值集合，映射 j：U×A一 {1，?，0}表示对象 具有属性 a的 

情况，其中 j( ，口)一1表示对象 ．r具有属性n，J( 口)一0表 

示对象 不具有属性 a，J( ，n)一?表示对象 是否具有属 

性a未知。 

定义 1给出的形式背景也称为完备的形式背景。下面主 

要针对不完备决策形式背景进行讨论。 

3 不完备决策形式背景中概念的构建 

定义 7 称(U，A，J，T，‘，，{1，?，0})为一个不完备的决策 

形式背景，其中(U，A，j，{1，?，0})与(U，T，‘厂，{l，?，0})是两 

个不完备形式背景，分别称为不完备子条件形式背景和不完 

备子决策形式背景。 

例 1(U，A，J，T，J，{1，?，0})为一个不完备决策形式背 

景，这里U一{1，2，3}，A一{a，b，C，d，e}，T {g，h，志}，如表 1 

所列 。 

表 1 不完备决策形式背景 

U |A 

1 

2 

3 

定义 8 对于不完备决策形式背景(U，A，，，，r，l『，{1，?， 

0})，在不完备子条件形式背景(U，A，j，{l，?，0})上，VX∈ 

P(U)，V B，C∈P(A)，定义两个算子如下： 

< ：P(U)一 P(A)×P(A)，X‘一(X ，X ) 

>：P(A)×P(A)一P(U)，(B，C) 一B n 

在不完备子决策形式背景(U，丁，I『，{1，?，0})中，VX∈ 

P(【，)，VB，CEP(丁)，定义两个算子如下： 

：
P(U)—'．P(T)×P(11)，Xq一(X ，X ) 

：P(丁)×P(T)—+P(U)，(B，C)p—B nC 

令 S是非空有限集，对于任意(X1，Yt)，( ， )EP(S)× 

P(S)，运算 U，n和 定义如下： 

(X ，Y1)U(X2，y )一(X1 UX2，yl UY2) 

(Xl，Y。)n(X2，Y2)一(X1 nX2，Yl ny2) 

(Xl，Y1) ( ，Y'2)当且仅当 Xl X2且 yl 。 

定理 2 对于不完备决策形式背景( ，A，，， -，，{l，?， 

0))，在不完备子条件形式背景 (U，A，j，{l，?，0})中，V X， 

Xl， ∈P(U)，V(B，C)，(Bl，C1)，(B2，C2)∈P(A)×P(A)， 

则 

(1) 1 X X 

(Bl，C1) (B2， ) (B2，C2) (B】，C】) ； 

(2)X X‘ ，(B，C) (B，(、) ‘； 

(3)X—X< <，(B，C)一 (B，C)><>； 

(4)(Xj UX2) 一X nX 

((Bl，C1)U(B2，C2)) 一(Bl，C1) n(B2，C2) ； 

(5)X (B，C) ∞ (B，C) X‘。 

证明：以上 5条性质由定理 l及定义 8可直接证得。 

类似地，在不完备子决策形式背景(U，丁，l，，{1，?，0))上 

定义的 和 算子也满足上述 5条性质，这里不再详细列出。 

定义 9 对于不完备决策形式背景 (U，A，，，丁， ，{l，?， 

O})，X U，(B，C)EP(A)×P(A)，称(X，(13，C))为一个条件 

概念，如果有 X 一(B，C)且(B，C)>一X，其中称 X为条件概 

念(X，(B，C))的外延，(B，C)为条件概念(X，(B，C))的内涵。 

对(B，C)∈P(T)×P(丁)，称(X，(B，C))为一个决策概念，如 

果有 X 一(B，C)且(B，C 一X，其中称 X为决策概念(X， 

(B，C))的外延 ，(B，C)为决策概念(X，(B，C))的内涵。 

对于不完备的决策形式背景，如果延用经典概念的构造 

方法，则会丢失或误判很多信息，同时也会忽略背景的不完备 

性 。定义 9给出了基于双子集内涵概念的定义，即概念的内 

涵由两个属性子集构成的序对进行表示，既考虑到概念构建 

的全面性、合理性，又避免了不完备信息的 现。接下来将研 

究不完备决策形式背景中双子集内涵概念格的属性约简。 

定义 10 对于不完备决策形式背景(U，A，J，，r，l，，{1，?， 

0})中的不完备子条件形式背景，(U，A，J，{1，?，0})的全体概 

念记为 CL(U，A，J，{l，?，0})，它构成完备格 ，称为条件概念 
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格，其中(Xl，(B1，C1))≤ (Xz，(B2，c2))甘Xl X2(甘 (B1， 

C1) (B2，c2))，(Xl，(Bl，C1))^ (Xz，(B2，C2))一 

(X1nXz，((Bl，C1)U(B2，C2)) )，(X1，(Bl，C1))V(Xz， 

(Bz，c2))一((X1 U X2) ，(Bl，C )rl(B ，C ))。 

不完备子决策形式背景(【，，T，J，{1，?，0))的全体概念记 

为DL(U，T，J，{1，?，0))，也构成完备格，称为决策概念格 ， 

其中的局部序关系及上下确界的定义与条件概念格中的定义 

方式类似，这里不再详细给出。 

在不引起混淆的情况下，下文将条件概念格 CL(U，A，J， 

{1，?，0))简记为 CL，将决策概念格 DL(U，T，J，{1，?，0})简 

记为 DL。 

因为不完备决策形式背景形成的条件概念格和决策概念 

格都遵循经典概念格的理论框架，所以可以将构建经典概念 

格的算法应用于构建条件概念格和决策概念格。下文以构建 

条件概念格为例，给出改进后的算法。 

算法 1 

输入：一个不完备子条件形式背景(U，A，I，{1，?，0}) 

输出：条件概念格 CL 

1．初始化 CL=D； 

2．对于每一个 xE U，执行算法 2ADD(x)； 

3．如果有 N(x，(B．C))EcLX~D，那么令 CL—CLU{(D，(A，A)))； 

4．输出 CL。 

算法 2 ADD( ) 

输入：对象 xEU 

输出：条件概念格 CL 

1．Temp=CI 

2．对于每一个(X，(B，C))∈Temp，如果(B，C) x‘，那么令 X=XU 

{x)，否则令(F，H)一(B，C)n x ，如果{Y：yEU—X& Y已执行 

ADD＆(F，H) y<)一D，那么令 CL—CLU{(XU{x}，(F，H)))； 

3．如果(Y：yEU&y已执行 ADD＆y x<}一D，那么 CL=CI U 

{({x}，x<))。 

例 2 以例 1所给的不完备决策形式背景为例，应用上 

述算法构建条件概念格的过程如下 ： 

步骤 1 CL—D； 

步骤 2 ADD(1) 

步骤 2．1 由于￡P 一D，因此执行算法 2的步骤 3， 

生成概念 Q1一(1，(ad，ce))，CL一{Q1}； 

步骤 3 ADD(2) 

步骤 3．1 对于概念 ，由于(ad，ce)c2_2 ，则(act，ce) 

n2 一(ad，ce)n(bc，ae)一(D，e)，此时除了对象 1没有其他 

对象执行 ADD，因此生成概念 Qz一(12，(D，e))，CL=CLU 

{ }； 

步骤 3．2 生成概念 一(2，(bc，ae))，CL—CL U 

{ }； 

步骤 4 ADD(3) 

步骤 4．1 对于概念 Q ，由于(ad，ce)(2=3 ，那么(ad， 

ce)N 3<一(ad，ce)N(ad，be)一(ad，P)，此时除了对象 1，对象 

2已执行 ADD，但是 (ad，P)(2=2 ，因此生成概念 l'lt一(13， 

(ad，P))，CL—CLU{ }； 

步骤 4．2 对于概念 ，(D，e) 3 ，因此更新概念 

一(123，( ，e))； 

步骤 4．3 对于概念 ，由于(bc，ae) 3 ，则(Ix，ae)n 

3 一(bc，ae)N(ad，be)一(D，e)，此时除了对象 2，对象 1已 

执行 ADD，且有( ，e) 1 ，因此 不做任何变化； 

步骤 4．4 生成概念 一(3，(ad，be))，CL—CL U 

{ }； 

步骤 5 生成概念 Q6一(D，(A，A))，CL—CLU{ }。 

例 2中利用算法 1和算法 2生成的所有条件概念和决策 

概念如表 2和表 3所列 ，相应的概念格用 Hasse图表示，如 

图 1和图 2所示。 

表 2 例 2的所有条件概念 

表 3 例 2的所有决策概念 

图 1 条件概念格 图 2 决策概念格 

4 不完备协调决策形式背景的属性约简 

本节将研究不完备协调决策形式背景的约简，主要从协 

调集的角度给出属性约简的方法。 

定义 11 对于不完备决策形式背景(【，，A，J，T， ，{1，?， 

0})，(己，，A，J，{1，?，0))和(己，，T，J，{1，?，0))分别称为不完备 

子条件形式背景和不完备子决策形式背景，CL和 DL分别为 

条件概念格和决策概念格。如果有 CL≤DL，那么称该不完 

备决策形式背景是协调的，否则称其为不协调的。 

由定义 11可以判断例 1中的不完备决策形式背景是协 

调的。 

定义 12 对于不完备决策形式背景(己，，A，J，T，J，{1，?， 

o})，如果存在条件属性集 D A，使得不完备决策形式背景 

(U，D， ，了’， ，{1，?，0))也是协调的，其中 Io—Jn(U×D)， 

则称 D是协调集；进一步，VdED，不完备决策形式背景(U， 

D一{d)，ID一㈤，T，J，{1，?，0})不是协调的，则称 D为约简。 

根据约简的定义及不完备协调决策形式背景中条件属性 

的有限性 ，容易得到以下定理。 

定理 3 不完备协调决策形式背景的属性约简总是存 

在的。 

但是一般来说，约简不一定是唯一的。 

例 3(续例 2) 条件属性子集{a，6，c)形成的条件概念格 

如图 3所示，条件属性子集{6，C，d)形成的条件概念格如图 4 

所示。显然{n，b，C)和{6，C，d}是协调集，进一步可以验证它们 

都是约简。经检验，不存在其他的条件属性A的子集是约简。 
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(3，(Ⅱ， 

图 3 { ，b，c}形成的条件概念格 图 4 {6，c，d}形成的条件概念格 

由定义 11和定义 12可知，在判定一个集合 D A是否 

为约简时，关键是判断 D A以及 VdED，D一{d}是否为协 

调集 ，因此需要知道如何判定一个集合是否为协调集。下面 

给 几个协调集的判定定理。 

定理 4(协调集判定定理 1) 设(U，A，J，丁，-，，{1，?，0)) 

为不完备协调的决策形式背景，DCA且 D≠D，则 D是协调 

集㈢V(F，H) (丁，丁)，(F，H)≠( ，D)，((F，H) n(D， 

D)) 一 (F，H) 。 

证明：(必要性)因为 D是协调集，所以有 CL(U，D， ， 

{l，?，0})≤DL(U，丁，J，{1，?，O})，V(F，H) (，r，丁)，(F， 

H)≠( ，D)，一定有((F，H ，(F，H )∈DL(U，T，J， 

{1，?，o})，则必存在(B，C) (D，D)，满足((F，H ，(B，C))∈ 

CL(U，D， ，{1，?，0})，冈此有(B，C) 一(F，H 。故有(B， 

C)一(F，H D一(F，H n(D，D)，即有 ((F，H n 

(D，D)) 一 (B，C) 一 (F，H 

(充分性)D是协调集㈢(’L(U，D， ，{1，?，O})≤DL(U， 

丁，L『，{1，?，0})㈢ (X，(F，H))∈ DL(U，丁，l『，{1，?，0})∈ 

DL(U，丁，-，，{1，?，0})，(X，X<D)∈CL(U，D， ，{l，?，0})㈢ 

X—X‘D 。因为(X，(F，H))∈DL(U，丁，l，，{1，?，0})，所以 

X一 (F，H 一((F，H n(D，D)) 一(X n(D，D)) 一 

X‘D 。 

定理 5(协调集判定定理 2) 设(U，A，，，T，，，{1，?，0}) 

为不完备协调的决策形式背景，DcA且D≠D，则 D是协调 

集㈢ V(F，H) (丁，丁)，(F，H)≠(0，D)， (M，N) (D， 

D)，(M，N)≠( ，D)，使得(M，N)>一(F，H 。 

证明：(必要性)由定理 4可证。 

(充分I生)由(M，N) (M，N) 一(F，H 和(M，N) 

(D，D)，有(M，N) (F，H n(D，D)，可得((F，H n 

(D，D)) (M，N) 一(F，H ，另一方 面((F，H n 

(D，D))> (F，H U(D，D)> (F，H ，因此有 ((F， 

H n(D，D))>一(F，H 。由定理 4可知，D是协调集。 

定理 6(协调集判定定理 3) 设(U，A，J，丁，J，{1，?，O}) 

为不完备协调的决策形式背景，DCA且 D≠ ，则 D是协调 

集∞ V eftT， (M ，N，) (D，D)，(M ，N )≠(0，O)(i一1， 

2)，使得(M ，N ) 一(e，D 且(M ，N )>一(D，e 。 

证明：(必要性)由定理 5直接可证。 

(充分性)V(F，H) (丁，丁)，(F，H)≠(D，D)，(F，H)p一 

(F，D) n(D，H) 一(n(，1，D) )n(n (D，h) )。由已 
1∈ 』 h∈ 

知，V 厂∈F T，j(M，，N，) (D，D)，使得(1厂。D 一(M『， 

N／ ，Vh∈H (M ， ) (D，D)，使得 (0，，2 一 

( ，NJ )>，因此 (F，H) 一(n (Ms，N，) )n(f-I( ， 

Nh) )一((U (Mr，N，))U(U (M ，N )̂)) 一(M，N) ， 
f∈ 』 h∈ H 

其中M一(UM，)U(U M )，N一(U N，)U(U N ，由 
，∈ ∈̂H ，∈1 i1}H 

定理 5得证。 

定理 7(协调集判定定理 4) 设(U，A，J，丁，-『，{1，?，0}) 

为不完备协调的决策形式背景，D(二=A且D≠0，则 D是协调 

集㈢ V e∈丁，使得((e，D n(D，D) 一(e，D ，((0， 

e n(D，D)) 一(()，P 。 

证明：(必要性)由定理 4直接可证。 

(充分性)V e∈丁，((e，D n(D，D) 一(f，D ，令 

(M ，N1)一(8，D n(D，D)，那么有(M ，N1) (D，D)， 

(M ，N )≠(D，D)，且(M ，N 一(e，D ，同理，有(M ， 

N2) (D，D)，( ，N2)≠ (D， )且 (M ，N2) 一(D，e ，由 

定理 6可知 D是协调集。 

定理 8(约简判定定理) 设(U，A，J，丁，J，{l，?，0})为 

不完备协调的决策形式背景，DCA且D≠D，则 D是约简㈢ 

D是协调集，且 V eET，VD。(==D，((P，D n( ，D )) ≠ 

(P，D 或((0，e n(D。，D )) ≠(O，e 。 

证明：根据定义 12和定理 7得证。 

结束语 本文在经典概念格的基础上给出了不完备决策 

形式背景的定义，将一个不完备决策形式背景看作两个不完 

备形式背景，通过改进已有的概念格构造方法，得到不完备子 

条件概念格和子决策概念格。对于这两个概念格，给出了不 

完备协调决策形式背景基于双子集内涵概念的 4种协渊集的 

判定定理和严格的证明。最后，基于协调集的判定方法给出 

了属性约简的判定定理。为处理实际应用中 现的不完备协 

调决策彤式背景问题 ，提供了更具有针对性的理论和算法基 

础，进一步推动了概念格理论的应用。 

对于本文提出的不完备协调决策形式背景的属性约简， 

可以从辨识矩阵和不可约元的角度给m约简方法，这是未来 

的研究内容。 
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立在相似关系上的，相似关系构成了对论域的划分，如果相似 

关系过小 ，可能会出现过分类的现象，这样的划分是没有任何 

意义的，因此较大的相似程度对模糊分类有一定益处；而且， 

由定义 12得知，当相似关系增大时，模糊集合的下近似程度 

会降低，使得分划的泛化能力增强，也即基于相似关系训练的 

分划方法对新样本的输入会有合理的响应能力。 

综合(1)、(2)的实验结果，新定义的核函数的效果在一定 

程度上优于特殊的核函数 ，具有一定的实用性。 

结束语 本文从数据表的相似矩阵出发构造了一种新的 

核函数 ，建立了基于此核函数的核模糊粗糙集；同时尝试将新 

提出的核函数用于两个数据集中对象间的相似性度量实验， 

并与常用方法进行 比较分析，结果表明，新定义的核函数在刻 

画对象的相近程度和属性对对象的描述能力方面具有更好的 

效果 ，有一定的推广性 由于篇幅有限，将在以后的文章中探 

索新的核函数在基于模糊粗糙集的粒化、属性约简和变精度 

模糊粗糙集等方面的应用。 
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