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基于改进粒子群的双层规划求解算法 

赵志刚 王伟倩 黄树运 

(广西大学计算机与电子信息学院 南宁530004) 

摘 要 提出一种采用粒子群优化算法求解双层规划模型的算法。首先对粒子群优化算法作 了改进，然后用改进后 

的算法求解双层规划模型，通过两个粒子群优化算法之间的协同迭代 ，同步优化双层规划的上下层 ，最终求得双层规 

划模型的最优解。此算法将求解一般双层规划问题转化为通过两个粒子群优化算法的交互迭代来求解上下两层规划 

问题。通过对几种典型函数的测试 ，验证了此算法的有效性。 
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Bi-level Programming Problem Based on Improved Particle Swarm Algorithm 
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Abstract This paper proposed an algorithm which uses particle swarm optimization(PSO)method to solve the bi-level 

programming problem (BLPP)．A PSO algorithm with adaptive mutation is put forward firstly to improve the perform— 

ance of standard PSO．Then the modified PSO is used to solve the bi-level programming mode1．In the proposed algo— 

rithm，the interactive iteration between the two PSO optimizes synchronously the two 1evels of BLPP，and finally obtai— 

ning its optimal solution．The experimental results show that the new algorithm can be used to solve the general BLPR 

Keywords Particle swarm optimization algorithm ，Bi-level programming problem，Global optimization，Inertia weight， 

Mutation operator 

双层规划(Bi-level Programming Problem，简称 BLPP)是 

一 类具有二层递阶关系的系统优化问题。在研究非平衡经济 

市场竞 争时，双层规划 被首先 提出。1973年 ，Bracken和 

McGill[1_在其文章中提出了双层规划的数学模型。1977年， 

在 Candler和 Norton的科学报告l2 中正式出现 了双层规划 

和多层规划这些名词。 

双层规划的一般模型描述如下： 

P1 minF(x， ) (1) 

S．t．G(x， )≤0 (2) 

其中， — (z)，是下式优化问题的最优解。 

P2 min厂(z， ) (3) 
Y 

S．t．g(x， )≤0 (4) 

双层规划模型由两个相互关联的子模型 P1和 Pz组成， 

其中，P 为双层规划的上层，P2为双层规划的下层 ，F为上 

层规划的目标函数，z为上层规划的决策变量 ，G是对变量 z 

的约束条件；．厂为下层规划的目标函数，Y为下层规划的决策 

变量 ，g是对变量Y的约束条件。上层决策者优先做出决策， 

通过控制 的值影响下层决策者，下层决策者在上层的决策 

信息下根据自己的利益做出反应，并将自己的最佳反应通过 

反馈给上层，所以下层决策变量 是上层决策变量X的函 

数，即 — (z)，此函数一般称为反应函数 。 

在日常生活中，大多数问题可以看成是双层规划问题 ，如 

中央和地方的关系、总公司和分公司的关系、供销关系等。但 

是一般来说，求解双层规划问题是非常困难的。文献[3]首先 

指出线性双层规划本身是一个 NP-hard问题。即使是简单的 

线性双层规划问题也很难求解，更不用说复杂的非线性双层 

规划问题。在双层规划上、下层中的目标函数和约束函数都 

是线性的情况下，它也可能是一个非凸问题 ，并且是非处处可 

微的。因此，双层规划本身的复杂性和非凸性是造成其求解 

困难的重要原因。 

目前双层规划的求解方法大致可以分为精确算法、启发 

式算法和群智能算法。大多数精确算法都只是针对具有良好 

问题特性的双层规划问题，比如文献E4]采用极值点法求解只 

有一个下层约束条件、没有上层约束条件的BLPP；文献[5] 

采用分支定界法构造有效下界求解 BLPP；文献[6]将求解带 

约束非线性优化问题转换为无约束优化问题并用信赖域方法 

进行求解；文献[7]将 BLPP转化为带非凸约束条件的凸规划 

问题，然后采用分支定界法求解该问题；文献[8]针对目标函 

数系数和约束条件系数均为区间数的线性双层规划问题，提 

出了区间线性双层规划的最好最优解和最好最优值的定义， 

提出了 K次最好法来求解最好最优解 ，并分析了下层 目标 函 

数的系数的变动对最好最优解的影响，数值例子验证了该方 
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法的有效性和可行性，等。目前，最通用的精确算法都是基于 

库恩一塔克(Kuhn-Tucker，K-T)条件的。这些方法中，用 K_T 

条件代替下层规划，将 BLPP转化为一个带有附加条件的单 

层规划问题，然后再用其它的算法求解该问题。但是 K_T条 

件的推导都必须基于目标函数或约束函数的可微性或者凸性 

等条件，因此这种类型的算法很难运用到一般的实际应用问 

题中，特别是带有不可微 目标函数或者非凸搜索空间的复杂 

BLPP。 

许多文献在应用启发式算法(如遗传算法、进化算法等) 

求解 BLPP方面作了研究 ，如求解线性 BLPP的遗传算法l9]， 

求解非线性 BLPP的进化算法_1 、遗传算法_1 ，等等。文献 

[9]提出一种基于遗传算法求解线性BLPP的方法，即用遗传 

算法求解上层规划，对所产生的每个上层决策变量的值，利用 

单纯形法求解相应的下层规划。文献[1O]将特定的非线性 

BLPP转化为等价的非线性单层规划问题，提出了求解该问 

题的进化算法，该进化算法可以求解上层目标函数不可微的 

非线性BLPP。文献[11]针对上层函数及其约束函数不要求 

具有凸性和可微性、下层决策变量是凸二次规划的双层规划 

模型，提出了相应的遗传算法求解过程。启发式算法由于问 

题的复杂性及算法自身存在的制约因素，在求解复杂BLPP 

方面还存在不足，主要表现在 ：大多是针对特定的 BLPP，难 

以推广到一般情况 ；某些算法需要对原 BLPP进行转化；算法 

本身结构较复杂，算法求解效率受到影响。 

近几年，作为群智能优化算法的主要代表，粒子群优化 

(PSO)算 法 正 日益 受 到 广 泛 关 注，已 被 应 用 于 求 解 

BLPP[12-15]。文献[12]首先对标准 PSO算法作了改进，进而 

采用改进 Ps0算法求解 BLPP，提出了基于改进 PSO的双层 

规划模型的通用求解算法。文献[13]借助分层迭代的思想， 

提出了基于 PSO的双层迭代算法，它能有效求解线性和非线 

性BLPP。文献[14]通过两个 PSI])算法的变形算法来模拟 

BLPP的序列决策的过程，构建了一个基于 PSO算法的层次 

算法框架来求解一般的BLPP。文献[15]利用 PSO算法求解 

线性BLPP，获得了比遗传算法更好的计算结果。PSO算法 

在求解BLPP时，相对于以往求解算法的优点是不需要目标 

函数的可微性、梯度信息和搜索空间的凸性等条件，也不需要 

对原 BLPP进行转化。当前，采用 PSO算法或基于PSO算法 

的优化方法求解 BLPP已逐步发展成为一个值得深入研究的 

方向。 

本文在分析和研究现有的一些优秀的算法思想的基础 

上，提出采用改进的 PSO算法求解 BLPP。实验结果表明，本 

文提出的算法不仅能够有效地求解双层规划模型，获得高质 

量的全局最优解，而且该算法具有通用性和普遍性，不依懒于 

具体的双层规划模型，也不是基于特定的假设条件。 

1 粒子群优化算法 

1．1 基本粒子群优化算法 

粒子群优化(Particle Swarm Optimization，PSO)算法是 

由美国社会心理学家 James Kennedy和电气工程师 Russell 

Eberhart于1995年提出的一种演化计算技术[ ]。它源于对 

鸟群和鱼群群体觅食行为的模拟，是一种全局优化算法，最初 

用于解决连续优化问题，目前已可以用于处理大量非线性、不 

可微和多峰值等复杂问题优化，并已广泛用于函数优化、神经 
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网络训练、模式识别和模糊系统控制等诸多领域。传统的 

PSO算法在处理复杂函数时，进化后期收敛速度明显变慢， 

同时，算法收敛精度不高，易陷入局部最优。针对这些问题， 

研究者们从不同的角度对基本的 PSO算法进行 了改进。文 

献[17]提出了基于群体适应度方差的白适应变异的粒子群优 

化算法，该算法根据群体适应度方差以及当前最优解的大小 

来确定当前最佳粒子的变异概率，增强了粒子群优化算法跳 

出局部最优解的能力。文献[18]提出了一种混合变异算子的 

自适应粒子群优化算法，通过提高局部精度搜索能力和破坏 

群体个体的单一性两种策略改进算法中的未成熟收敛现象， 

提高了算法的收敛速度和收敛精度。 

PSO算法初始化为一群随机粒子(随机解)，所有的粒子 

都有一个由被优化函数决定的适应值，以评价粒子当前位置 

的优劣，每个粒子还有一个速度来决定它们飞行的方 向和距 

离。然后粒子们就追随当前的最优粒子在解空间中搜索，即 

通过迭代找到最优解。在每一次迭代中，粒子通过跟踪两个 

最优解来更新 自己，一是粒子本身找到的最优解，即个体极值 

pBest；二是整个 种群 目前 找到 的最优 解，即全 局最优 解 

gBest，粒子根据如下的公式来更新 自己的速度和位置。 

v(t+1)一c咖( )+C1 rl(pBest(t)-x(t))+ 

C2 (gBest(t)--x(t)) (5) 

x(t+1)一 (z)+v(t+1) (6) 

式中，t为当前的迭代次数 、cz为学习因子 ，一般取值为 2； 

n、t'2为 0到 1之间均匀分布的随机数 ； 为惯性系数 ，一般 

在 0．1到 0．9之间取值。文献[-19]通过实验表明，若 60随算 

法迭代的进行而逐渐减小，算法的收敛性能显著提高。设 

(￡I、钇z、~VIin分别为最大和最小惯性系数；iter、iterMax分别 

为当前迭代次数和最大迭代次数，则有： 

CO~ooMax--(wMax--wMin)×iter／iterMax (7) 

迭代过程中，粒子的位置和速度不断被更新，同时，pBest 

与gBest也在不断更新，最后输 出的 gBest就是算法得到的 

最优解。迭代终止的条件一般为算法达到最大迭代次数或搜 

索到满足精度要求的最优解。 

1．2 带自适应变异的粒子群优化算法 

PSO算法在运行过程中，当某个粒子的适应值大大超过 

当前粒子群平均个体适应值时，其他粒子将迅速向其靠拢，如 

果该粒子的位置是一个局部最优点而不是全局最优点，该粒 

子群将无法在解空间中进行重新搜索，算法陷入局部最优 ，出 

现了所谓的早熟收敛现象。实验证明，粒子群优化算法无论 

是全局收敛还是陷入局部收敛，都会出现粒子“聚集”的现象， 

即粒子聚集在搜索空间中的某一个或某几个特定的位置，这 

主要和问题本身的特性以及适应度函数的选择有关。为了判 

断粒子群优化算法是否陷入局部收敛，现在分别给出群体适 

应度方差和粒子聚集距离的定义。 

定义 1_1 ] 设粒子群的粒子数为 
．  为第 i个粒子的 

适应度， 为粒子群目前平均的适应度， 为粒子群群体适 

应度方差 ，则 可以定义为： 

一 耋(止净 )z 
J 

(8) 

式中，厂为归一化定标因子，其作用是限制 的大小，_厂的取 

值如下： 

f=ITlaX{1，max{I 一 I})，iE[1， ] (9) 



 

定义 1表明：群体适应度方差 反映的是粒子群中所有 

粒子的“收敛”程度。 越小，则粒子群越趋于收敛；反之，粒 

子群处于随机搜索状态。 

文献E23进一步证明，粒子群优化算法无论是全局收敛还 

是陷入局部收敛，粒子群中的粒子将聚集在搜索空间中的某 

一 个或某几个特定的位置，且群体适应度方差 等于零。但 

仅仅凭借适应度方差是否为零，并不能区分算法是早熟收敛 

还是全局收敛，还需要进一步判断算法此时得到的最优解是 

否为理论全局最优解或期望的最优解。 

定义2 粒子平均聚集距离E 。]和聚集程度阈值l2 的定 

义分别为 ： 

MeanDist (1O) 

BorderDist=~／D(xMax)2／lOO (11) 

式中， 为粒子群的粒子数，D为粒子的维数 ，P 为粒子群 目 

前搜索到的最优位置，aT． 为每个粒子 目前搜索到的最优位 

置，xMax为X的取值上限。BorderDist的表达式是根据经 

验定义的。 

PSO算法在运行过程中，当粒子的适应度方差趋于零且 

粒子的平均聚集距离大于聚集程度的阈值时，认为粒子达到 

全局收敛；当粒子的适应度方差趋于零且粒子的平均聚集距 

离小于聚集程度的阈值时，认为粒子陷入局部收敛，此时全局 

极值 gBest一定是局部最优解。结合式(5)，此时如果改变全 

局极值 gBest，就可以改变粒子的前进方向，摆脱局部极值点， 

从而让粒子进入搜索空间的其他区域去搜索，将有望找到全 

局最优解。 

本文对gBest依概率P进行变异，P的计算公式如下所 

刀 0 

p 一 』』9，d<ld and MeanDist~BorderDist ⋯、 
10， others l 、 ＼l ， 

式中， 的取值与实际问题有关，一 般远小于 。 可取 

Eo．1，0．3]之间的任意值。 

对 gBest进行变异操作，即给 gBest增加随机扰动。设 

是服从标准正态分布的随机变量 ，即 N(O，1)，则有 

gBest=gBest×(1+叩×0．5) (13) 

通过对 gBest进行随机变异来提高 PSO算法跳出局部 

最优解的能力。 

2 求解双层规划模型的算法描述 

BLPP已经被证 明是 NP-hard问题 ，尤其对于复杂的非 

线性 BLPP，其求解更为困难 。针对复杂的 BLPP，研究基于 

PSO算法的通用的高效求解算法是非常重要的，也是可行 

的，但 目前国内外这方面的研究还不充分。尽管 目前没有一 

种算法能够求得双层规划模型的精确最优解，但也存在一些 

较好的算法。文献[13-1提出采用 PSO算法并借助分层迭代 

的思想来求解双层规划模型。即对上层规划采用 PSO算法、 

下层规划采用传统优化方法进行求解，上层和下层之间反复 

迭代，求得最优解。文献E14]提出求解一般双层规划问题的 

层次粒子群算法，该算法将求解一般双层规划问题转化为通 

过两个变形粒子群算法的交互迭代来求解上下层规划问题。 

在分析和对比现有方法的基础上，综合上节对 PSO算法 

的改进，提出基于改进 PSO的双层规划求解算法(BLPP 

based on Improved PSO，IPS()_BLPP)。即双层规划的上下两 

层均用改进后的PSO算法来实现，双层规划的上、下层问题 

都有各 自的决策变量、目标 函数和约束条件。上层决策者首 

先做出决策，先给定一个决策变量 ，下层以这个决策变量 X 

为参量，根据自己的目标函数和约束条件，在可能的范围内求 

得一个最优解，并将 自己的最优解反馈给上层，上层再在下层 

的最优解的基础上，在可能的范围内求得整体上的最优解，然 

后在上层和下层之间交互迭代，同步优化双层规划的上下层， 

最终求得双层规划模型的近似全局最优解。在 BLPP中上层 

规划处于“主导”地位，上层规划的解 的优劣决定着 BLPP的 

解的品质，因此，下层决策者在优化 自己的 目标而选择决策 

时，不能违背上层的决策。 

IPs BLPP算法的基本流程如下： 

Stepl 初始化 PSO算法中的参数；随机产生下层模型 

满足约束条件的初始解；随机初始化种群中粒子的位置五 

和速度 ，iE E1， ]， 为粒子的个数。 

Step2 将第 i个粒子的 pBest设置为该粒子的当前位 

置 ，gBest设置为初始种群中最佳粒子的位置。 

Step3 对粒子群中的所有粒子执行如下操作： 

①根据式(5)一式(7)更新粒子的位置和速度 ； 

②将上层模型的解即粒子 i的位置 X 代人下层模型，利 

用 PSO算法求得下层模型的最优解 ； 

③将(X ， )代人上层规划的目标函数，计算粒子 i的适 

应度 F(X ， )，iff E1， ]； 

④如果粒子 i的适应度优于其 pBest的适应度，则该粒 

子的 pBest更新为当前位置 X ；对应于 pBest的下层模型的 

最优解 ypBest相应地更新为 ； 

⑤如果粒子 i的适应度优于 当前 gBest的适应度，则 

gBest更新为当前位置 X ；对应于 gBest的下层模型的最优 

解 ygBest相应地更新为 。 

Step4 判断算法是否达到最大迭代次数或搜索到满足 

精度要求的最优解 ，若是，转 Step6；否则转 Step5。 

Step5 根据式(13)更新gBest，利用PSO算法求出对应 

于 gBest的下层模型的最优解ygBest，转 Step3。 

Step6 输出双层规划模型的最优解 gBest和ygBest，并 

相应求出上、下层规划目标函数值，算法运行结束。 

3 数值实验 

通过下面 1O个算例验证本文提出的算法的有效性，并与 

相关文献中的结果进行 比较。IPS()_BLPP算法 中的参数设 

置如下：群体规模 一50，维数 D一30，学习因子 C1一 一2， 

oiViax和wMin分别为 0．9和 0．4，收敛精度 lclmda=10 。， 

最大迭代次数 iterMax一50。算法在 MATLAB7．8．0上实 

现 。 

例 1E 。] 

minF(x， )一--Xi--3x2--4y~+yi 
Z 

S．t．(z1) +2x2≤4， 1≥O，X2≥O 

minf(z， )=2x；+ 一5此 

S．t．z{一2xl+ ；一2y1+ 2≥一3 

X2+3yl--4y2≥4，yl≥O，y2≥O 

·  】]7 · 

一 



例 2E”] 

minF(x，3，)一2z1+2scz--3yl m3yz--60 

s．t．371+X2+yl m2yz≤40 

0≤ 1≤5O，O≤ 2≤50 

mirl厂(z， )一( l— l+2O) +(此一勘+2O) 

s．t．2yl—z1+10≤O，2yz一耽+1O≤O 

一 1O≤ l≤20，一1O≤ ≤2O 

例 3[22] 

minF(x， )一( 1-3o) +(z2--20) m20yl+20y2 

S．t．一zl--2x2+30≤O，z1+X2--25≤O， 2≤15 

min厂(z， )一(zlDy1) +(z2--y2) 

S．t．O≤ l≤10，O≤ 2≤10 

例 4ll 3l 

minF(x， )一是(z{+ ；)一3y1—4 +0．5( + ) 

ra inf(z， 一。．sE H[ ]--bcz [ ] L协J L协J 
S．t．--0．333y1+ 2--2~<0， 1--0．333y2--2<~0 

yl≥O，yz≥O 

a 忌一。． ，H一[ ]，6cz~=EXll； a) O‘1，一L2 5 J ； 
b)忌一1，H，b(sc)同a) 

c 一。，H一[ ]， cz 一[ ]； c) O，H—l3 10 l 
d)志一0．1，H，6(z)同 c) 

例 5E“] 

minF(x，Y)一z +( 一1O) 

S．t． +2 一6≤O，一 ≤0 

min厂( ， )一 一2 + 一2 一 

S．t．一z+2 一3≤0，一3≤O 

例 6E“] 

minF(x， )一(z一5) +(2 +1)。 

S．t．一z≤0 

min厂(z，3，)一(z一1)。一1．5 y+ 

s．t．--3x+ +3≤O， —O．5 一4≤0 

z+ 一7≤O，--y~<O 

例 7E“]： 

minF(x， )一(z一5) + (2y+1) 

S．t． + 一4≤O，一 ≤O 

min厂(z， )一 一 +z +2z + +2z+6 

s．t．一z+ 一2≤O，--y~<O 

3．1 IPSO-BLPP算法的计算结果 

算法 IPSO-BLPP对以上 1O个算例进行了优化计算，对 

每个算例独立运行 3O次，取最好解为近似全局最优解，实验 

结果如表 1所列。对于每一个算例用如下指标进行统计：上 

层规划问题的目标函数的最优值(用“Best—U”表示)、最差值 

(用“Worst_U”表示)、平均值(用“Avg．”表示)，30次实验的 

最优值的标准差(用“Std．”表示)，同时也给出了与上层规划 

问题 目标函数最优值、最差值所对应的下层规划问题 的目标 

函数值 ，分别表示为“Best_L'’、“Worst_L”。 

从表1中的结果可以看出，对于大部分算例来说，3o次 

试验的最优值的标准差都非常小，甚至有4个算例的标准差 

达到了0，而仅有算例 3的标准差较大，这表明，本文提出的 

算法鲁棒性比较高，对于本文中的 1o个算例，都能够找到比 

较好的解。 

表 1 算法 HPSO-BLPP实验结果 

3．2 与其他算法的比较结果 

本节对算法 IPSO-BLPP的结果与相关文献中的进行了 

比较，表 2给出了比较结果。 

从表 2中可以看出，对每一个算例，算法 IPSO-BLPP发 

现的近似全局最优解均优于其他算法。特别是对于除算例 

4c、7以外的其他算例，算法 IPS()_BLPP都发现了比较好的 

解，远远优于文献中的结果。 

算例 1和 2，算法均能取得较好的解，上下层规划的目标 

函数值明显优于文献中的结果，并且算法运行 3O次，标准差 

均为 0，结果非常稳定 。 

对于算例 3，算法 IPSO-BLPP发现了一个比较好的解 

(17．7267，7．2467，10，0．0365)，其对应的上层规划 目标函数 

· 118 · 

值是 114．0106，与文献中的函数值 225相比，有较大的改进。 

对于算例 4a和 4b，算法 IPSO-BLPP能够发现很多可行 

解，这些可行解具有相同的上层规划目标函数值一11．9985， 

但是下层规划目标函数值却不同，这是因为上层规划目标函 

数值取决于下层规划的决策变量 ，而与上层规划的决策变 

量z没有直接关系，它只会影响下层规划目标函数值。这些 

可行解具有相同的下层决策变量值 一(2．9985，2．9985)，而 

32具有不同的值。 

对于算例 4d，算法发现了一个较好的解，上层规划 目标 

函数值一11．9985优于文献中的一3．6，对应的解为(0．0137， 

0．0121，2．9985，2．9985)。 

对于算例 5，算法同样发现了一个较好的解(1．4851，2． 



2418)，对应的上下两层 目标函数值分别为 62．3958、一24． 

4604，均优于文献中的结果。 

对于算例 6，算法 IPSO-BLPP改变了文献[11]中算法所 

得出的上层目标函数的最优值 15．4400，本文得到的最优值 

为 2，对应的最优解为(4，O)。 

综上所述，表 1和表 2中的数据结果表明，对于大多数测 

试函数，算法 IPSO-BLPP都发现了比其他算法好的最优解， 

由此可见，本文中提出的IPSO-BLPP算法对于求解双层规划 

模型是非常有效的。 

表 2 算法 IPSO-BLPP与相关文献的数值结果比较 

*表示原文献中未提供结果 

结束语 本文通过两个PSO算法之间的交互迭代，反映 

了双层规划问题的决策过程。提出的 IPS()_BLPP算法不仅 

可以求解一般的双层规划模型，还可以获得高质量的近似全 

局最优解。本算法不需要借助任何的假设条件，也不需要对 

目标函数和约束条件进行转换处理，不依懒于具体的双层规 

划模型，是一种通用的求解双层规划模型的算法。 
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