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区间数决策矩阵规范化方法的性质分析 
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摘 要 区间数决策矩阵的规范化是区间数多属性决策的基础，规范化使得不同类型的属性值之间可以进行比较和 

计算。分析了现有规范化公式的优缺点，提 出了区间数决策矩阵规范化函数应满足的性质；鉴于现有区间数决策矩阵 

规范化方法的局限性，采用极差变换的思想，给出区间数属性值的规范化公式，经过规范化之后，属性值均在区间[o， 

1]中，且不同方案在同一属性值下的序关系保持不变。从理论上证明了新的规范化公式具有单调性、平移不变性、差 

异比不变性、缩放不变性和区间稳定性等性质。最后 ，算例的结果验证了方法的可行性和有效性。 
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Abstract Standardization of the decision matriX with interval numbers iS the basis for interval multi-attribute decision- 

making．Standardization makes the different types of attribute values earl be compared and calculate& The advantages 

and disadvantages of the existing standardization formula were analyzed．This paper presented several characters that 

standardization function should satisfy．According to limits of the existing method，a new form ula was given based on 

the range transformation idea．After a standardized，the attribute values are in the range of E0，11，and the relation of dif— 

ferent projects under the same attribute remainis unchanged．It is proven that the new form ula satisfies characters of 

monotone，translation invariance，difference ratio invariance，scaling invariance and stability properties of interva1．Final— 

ly，an example was given to verify the feasibility and effectiveness of new method． 
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1 引言 

由于客观事物的复杂性以及人们认识事物的能力有限， 

在实际决策问题中，决策信息往往是不确定的。决策矩阵的 

属性值为区间数的一类多属性决策问题受到许多学者的关 

注。区间数的决策矩阵规范化方法是一项基础工作，因为通 

过规范化不同属性值才能进行比较和计算。目前，学者已提 

出并应用了一些规范化方法，但区间数决策矩阵的规范化方 

法的专门研究比较少，仍没有一个统一的规范化方法。从思 

路上看，规范化方法主要有两类，一类是将区间数矩阵转化成 

规范化实数矩阵来处理；另一类是利用某种规范化函数将区 

间数决策矩阵转化为规范化区间数矩阵。由于前者在区间数 

矩阵的实数化过程中会损失区间数蕴含的重要信息，因此，本 

文主要关注后者。 

文献El；提出了基于区间数运算的规范化方法和基于误 

差传递的规范化方法，文献[2，3]在构建区间数多属性决策模 

型时使用了该文方法，但该方法有一定的局限性，比如规范化 

后不能保持原始决策矩阵中方案间的序关系，规范化矩阵的 

属性值不在一个固定的区间内。文献[4—6]提出了基于向量 

标准化法的规范化公式；文献E73提出了基于线性尺度变换法 

的规范化公式；文献[8—121在处理区间数决策矩阵规范化问 

题时应用了该方法；文献E13-153提出了基于极差变换法的规 

范化方法。但上述规范化公式的性质和适用条件的系统研究 

还未见到。恰当地构造和选用规范化公式是构建区间数多属 
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性决策模型的关键基础性问题，然而目前规范化公式的构造 

和应用大多比较随意，缺乏系统深入的研究。 

本文给出区间数决策规范化公式所应具备的基本性质， 

分析了比较常用的规范化公式的优缺点，针对现有方法的局 

限性，提出一个统一的规范化方法，证明了其具有强单调性等 

性质，最后通过算例验证了新方法的可行性和有效性。 

2 区间数决策矩阵的规范化方法 

2．1 预备知识 

为了便于讨论区间数决策矩阵的规范化问题，下面给出 

区间数、区间数运算及区间数比较的基本概念。 

定义 1(区间数定义) 设尺为实数域，称闭区间 ， ]为 

区间数，用 表示，其中a，aER，且口≤ 。 

当a=a时，区间数退化为实数。同样，某一实数 n也可 

表示为区间数[日， ，其中 一 ：。。 

定义2(区间数运算) 设 一 a， ]， 一[6， ]为任意两 

个正区间数(~lla>0且6>O)，C表示正实数，其运算法则是： 

(1)a+6一 +6，a+b-]； 

(2)a～Xb～=[口6， 5]； 

(a)／z 一 ，a／b]； 

(4)ca= ca，∞]； 

(5)l／a=F1／a，i／a]； 

(6)c一 一[c一 ，c—n]。 

定义3(IX间数的比较) 对于任意两个区间数三一[n， 

云]，6一[6，_]，将它们之间的序关系“>”(优于)、“ ”(不劣 

于)、“ ”(包含于)分别定义为： 

f三>云， if{ > 

．2云 占，iff口≥ (1) 

l ， iff ≥坦  ≤ 

2．2 区间数决策矩阵 

对于属性值均以区间数形式给出的多属性决策问题，设 

有 m个方案S ，S2，⋯，S卅组成方案集 S：{S ，S2，⋯， }， 

方案的 个属性Q ，Q，⋯，Q 组成方案集Q一{Ql，Q，⋯， 

}，决策者给出方案 S{∈S在属性QJ∈Q下的属性值为区 

间数 一[ ， ]，i=I，2，⋯，m， ：1，2，⋯， ，其中 表示 

区间数下限， 表示区间数上限，于是有决策矩阵 

a12，a12] ⋯ 

[ ，a一22] ⋯ 

[n帕， ，，l2] ⋯ 

[口 
— —  

[口2 

[‰ 

(2) 

假设 ，是规范化函数，f(a )： =[如， ]是规范化决 

策矩阵的属性值，那么决策矩阵A经过规范化后得到决策矩 

阵 

r ，hi1"] 匦z，b12] ⋯ 匦 ， ]] 

一 I ， ] z，b2B z]⋯ n’瓦n { (3) 一}一 一 一 l (3) 
{ ； i i i l 

， ] ，_m2] ．” ， ]j 
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2．3 规范化函数应满足的性质 

文献[16]分析了线性无量纲化方法的性质，本文将其 自 

然推广到区间数的情况，给出区间数决策矩阵规范化方法应 

具备的基本性质。 

性质 1(单调性) 规范化后的区间数保留原有区间数之 

间的序关系。 

假设效益型属性值Q 中的任意两个属性值记为 ， ， 

其规范化后的标准数据为 ， ， =，( )( =1，2)，f为 

规范化函数。 

(1)当a1』= 2 时，51』=g2j；当a—li>-a~j时，占1j j，此时称 

，为弱单调性的。 

(2)当au-----a～21时， = ，；当 >-aai时， >52j，此时称 

，为强单调性的。 

性质2(平移不变性) 对原始数据进行“平移”变换不会 

影响规范化后的结果，即有f(a +c)一f(a )(c为任意一常 

数)成立。 

性质 3(差异比不变性) 规范化后的属性值保留原有数 

据之间对于某个标准量的比较关系，即有 

二 一 ： lj 2二 ! 2 a 2j--a； f(a2i)一，(aj ) (4) 

式中，区间数 ，a～2j是属性Q 下任意两个属性值，区间数 

是Q 下某个特定属性值，，是规范化函数。 

性质 4(缩放无关性) 对原始数据进行“缩小”或“放大” 

变换不会影响规范化后的结果，即有 f(oa )一，( )( 为 

任意--tP零常数)成立。 

性质5(区间稳定性) 对任意一属性原始数据的规范化 

结果都处在一个确定的取值范围内，即有 f(a )∈ c5，c ]成 

立，其中c5=rni
．

'

n{f(
_

ali))，C一5=max{f(ao)}。 

2．4 几种常见的规范化公式 

(1)基于区间数运算的规范化公式 

f =a_~j／Ea,i 

当Q 是效益型属性 ， (5) 
：  ／∑口ij 

当Q 是成本型 』 一 磁 ㈣ 当Qj是成本型属性， 。 一 (6) 
l = 僖 

规范化式(5)、式(6)不满足单调性的要求，也不满足性质 

2，3和 5。 

(2)基于向量标准化的规范化公式 

当Q{是效益型属性，j ／√ (7) 当Qj是效益型属性，．《 一̈· (7) 
一 a—

q 墨茧 

当Q 是成本型 
循( ㈣ 

l瓦一击循c 
规范化式(7)、式(8)不满足单调性的要求，也不满足性质 

] ]  ]  

u n m 一口 一口 一口 

1  2  

一 

胁 

： 

A 



 

(3)基于线性尺度变换法的规范化公式 

f 一 ／m4~x{alj) 
当Q 是效益型属性 ， 一 一 (9) 

一  ／啦 x{ ) 

I —m4n(~1， 
当Q 是成本型属性， (1o) 

【 =min{a }／蛳 

规范化式(9)、式(1O)满足单调性的要求，但不满足性质 

2，3和 5。 

(4)基于极差变换法的规范化公式 

f， 一min{ao} l 
一 —

m．,~x{ali}--—min{ao} 

当Q是效益型属性，．{ 。 (11) J 
一rain{

_

ali) 
。bo —

mgx{ao}--—mjn{Eo} 

． f， max{ao}一 
一面 

当Q 是成本型属性， (12) 

l max{ao)一 
【bo一面 

规范化式(11)、式(12)满足上述性质 1—5。 

综上所述，表 1给出了几种规范化公式的性质比较。 

表 1 几种规范化公式的性质分析 

3 新的区间数决策矩阵的规范化方法 

属性值规范化的目的在于获得可比的尺度。主要包括两 

个方面：1)_消除属性值量纲的影响(即无量纲化)；2)将不同类 

型的属性值转化成同一类型(即类型一致化)。基本做法是将 

效益型、成本型等不同类型的属性值转化成同一类型(比如效 

益型)，同时将不同标度转化成同一标度(比如规范化后的属 

性值最大为 1，最小为 O)。 

定义4(类型一致化定义) 若属性Q 是成本型属性，有 

‘ 

(13) 
-

．

r

一呻 x )一 

则属性值 一[ ， ]是效益型属性值。 

注：式(13)可以将成本型属性值转化成效益型属性值。 

定义5(无量纲化定义) 对于一般的区间数 一[哟， 

]，不妨设 o≤ ≤ 。若属性Q 是效益型属性，则区间数 

瓦一[幻， ]是规范化矩阵B中的元素，其中 

f， ～Ⅱ孚n{ } I 
一 —

rr~x{ao}--—min{EO} 

1 ao--n~in{a li} 4 
【bo一—rna —

．
x{ao}--n'4

．

'

n{Eo} 

注：式(14)可以将效益型区间数决策矩阵转化为规范化 

区间数决策矩阵的规范化过程如图 1所示。 

图 1 区间数决策矩阵规范化过程示意图 

根据上述规范化思路，下面给出一个新的区间数决策矩 

阵的规范化方法，该方法同时满足上述性质 1—5。其算法步 

骤如下： 

第 1步 先判断属性的类型，如果 Q (J=1，2，⋯， )是 

效益型属性，不做处理， 一J+1；如果Q 是成本型属性值，应 

用式(13)转换为效益型属性值，j--j+1，直到 — +1，转下 

一 步； 

第2步 对每个属性下的属性值集，应用式(14)，将所有 

属性值转换到规范化属性值； 

第 3步 检验规范化矩阵是否满足性质 1—5，若满足则 

转下一步； 

第4步 得到最终的规范化区间数决策矩阵； 

第5步 结束。 

4 新的规范化方法的性质分析 

第3节提出的规范化方法的核心是类型一致化式(13)和 

无量纲化式(14)，下面从理论上证明无量纲化式(14)的性质。 

定理 1 规范化式(14)满足强单调性。 

证明：(1)当 a—lj一 时， — 且 一 ，同一属性 Q 

下，max{ )和min{a )是不变的，因此 

一  

alj—nl in ) a2j一哪n ) 
F 田  —max{a0}--—mii'n{_a0} 

而且 

一  

a—

lj—rajn{~o} 一mjn{Eo) 
一  

％ 一ma
．

x{ali}-- m
．

in{
一

a~i}一面 面 zJ 

所以6 一6 ； 

(2)当 > zj时，
_

al，>五zj，由于 

alj—min{aq} 一mjn(a~) 
一  

一

m a
i 

x{a0}'- - mi
i

'

n{a0}~画 丁兰 砑  
因此 > ，此时称 f为强单调性的。 

证毕! 

定理2 规范化式(14)满足平移不变性。 

证明：若对属性 Q下所有属性值“平移”一个常数c，c为 

实数，平移后的属性值记为 一[ +c， +c]，根据规范化 

式(14)可得 一[ ， ]，其中 

--

口 
-
+c—m

,

in{
m

口 
~
+ 

．  

一 面研  

-Tmi'n{eo} 
一  

一 —

m a

—

x {a— 一 i~}一r珥n{哟 j 一 
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ali+ c--min{ +c}
_

ao 

钙 面 t面互 

a—
s—min{

一

as) 
一  

一 max{as}--min{as} D 

因此岛一 。即规范化式(14)满足平移不变性。 

证毕 ! 

定理 3 规范化式(14)满足差异比不变性。 

证明： 

f(as)-----b1．／一[ ， ]，i=1，2，，(云，)一 一 ， ] 

根据区间数运算规则，等式左边 

由定义知 ，等式右边 

二 2一 一 二 ： 二篁 
f(a~j)一，(口 ) b2i一 [ --b；，b2j— ] 

又 

口1 —min{a{ ) 一min{a )
q

-  ~ 

一  一  -兰= re． 一 " =i 面--" 

。lJ一  
一  — — — — — 一

~

{a,}--rnin{as}as as mI 

因此 ，等式右边： 

a1．／一 口J 

m x{ )--rain 
— —  ． —  — — — — — — — — — ． — — —  上  

_

a2．／一 口 

L—max{as—}--rain 

a
．

1j 
一  

max{as)一啦n{ ) 
— — — —— — — = — — —— — —— —=———————一 =  

一 ． 一

a
一

2j-- aj*
一 一 ] 

max{as}一n'4n{fls) 

证毕! 

定理4 规范化式(14)满足缩放无关性。 

证明：根据区间数运算规则，c4a～lj=[c4 as，C4a—s] 

c4flo—min{c,Es} 

，‘c4 一面 面 

而且 

as～mjn{Es} 

一画 一， 

一

as—min{as) 
一  

面 厂 口 

所以，f(c )=If(co)，f(as)]=，( )。 

证毕 ! 

定理5 规范化式(14)满足区间稳定性。 

根据规范化函数 f的定义，c5一rnjn{，( ))：0， s= 
Z 

max{f(a ))=1，因此 f(as)∈Eo，1-1，即规范化结果处在一 

个确定的区间[O，1]内。 

· 206 · 

5 算例分析 

考虑一个具有区间数的决策矩阵A，其中，方案集 s= 

{S ，Sz，Sa，St}，属性集 Q一{Q1，Q ， ，Q4)，Q1一Q 是效益 

型属性，Q4是成本型属性。 

Q1 Q Q4 

2．2] 

2．7] 

2．0] 

2．4] 

2．23 

2．ol 

2．3] 

2．2] 

运用式(5)、式(6)对决策矩阵A进行规范化，得到矩阵 

Ql Q Q4 

0．2863 Eo．130 

0．351]Eo．261 

0．260]Eo．185 

0．312][0．163 

0．2651[O．207 

0．441]Eo．184 

o．338]Eo．281 

0．3093 Eo．206 

0．310]Eo．231 

0．281]Eo．196 

0．324]Eo．281 

0．310]Eo．254 

根据该原始决策矩阵，通过区间数比较，可知方案在不同 

属性下的序关系，例如属性 Q1下 S 劣于 S2( <a z )，方案 

S 优于 S。(五 >云。 )，方案 S 不劣于 ( 。 )；属性 Q 

下 S 劣于 S。(云 。<云 。)，方案 S 优于 S。( 。 > 。。)，方案 S 

优于 S ( 。 a～ )；属性 下 S 优于 S：(五l3< ：。)，方案 S 

等于S ( 。；五 。)；属性 Q4下 s。优于S4(五3 < “)，方案 S 

优于S ( >云 )，方案 S 不劣于 S ( 云。 )。观察规范 

化后的决策矩阵 B ，我们发现，方案之间的序关系发生了变 

化，例如属性 Ql下 S 不一定劣于 Sz，方案 Sz不一定优于 

Ss，方案 S4不一定不劣于 Ss；而且其他序关系都不一定成 

立，即属性 Q 下 s 劣于 Sz，方案 Sz优于 S，方案 S2优于 

S ；属性 下 S 优于 S2，方案 S 等于S ；属性 Q4下 ss优 

于 S4，方案 S4优于 S ，方案 S 不劣于 Sz。 

因此，我们可以得到结论，规范化式(5)和式(6)破坏了方 

案之间原有的序关系，其原因在于该公式不满足单调性。这 

验证了 2．3节中的结论。 

下面利用第 3节给出的区间数决策矩阵规范化算法，对 

原始区间数决策矩阵A重新进行规范化处理。 

第 1步 已知 Ql— 是效益型属性，本步不做处理，Q4 

是成本型属性，应用式(13)将 Q4下的属性值转换成效益型 

属性值，得到新的决策矩阵 

Q1 Q Q3 

2．23[1． 

2．7][2． 

2．O][1． 

2．4][1． 

1．8][1．8 

3．O][1．6 

2．3][1．9 

2．1][1．8 

2．2] 

2．o3 

2．33 

2．2] 

第2步 应用式(14)，对决策矩阵A 中所有属性值进行 

规范化，得到规范化矩阵 

Q1 Q Q3 

0．545]Eo．000，0．333]Eo．286，0．857]Eo． 

1．00o]Eo．667，1．OO0]Eo．000，0．571][o． 

0．364]Eo．278，0．4293 Eo．428，1．ooo3[o． 

0．7273 Eo．167，0．5003 Eo．286，0．857]Eo． 

Q4 

455，0．545]1 

000，0．o91]1 

909，1_0003 l 

682，0．773]．J 

川 

5  6  4  5  

5  6  4  4  

8  6  9  8  

1  1  1  1  

1  3  2  2  

1  2  1  1  

1  2  1  2  
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第 3步 检验规范化矩阵是否满足性质 1—5。 

(1)单调性 

观察规范化矩阵 B，显然属性 Q1下方案 sz优于ss，方 

案S 劣于 Sz、方案 s4不劣于S等等，保持了原始决策矩阵 

的序关系。这验证了定理 1，即新的规范化函数满足单调性。 

(2)平移不变性 

若对矩阵A中Q 下的所有属性值均平移一个常数 c一 

0．1(即属性值加一个常数 c=0．1)，那么得到新的矩阵为 ： 

Ql Q Q4 

2． 

2． 

2． 

2． 

[1．2 

[2．4 

[1．7 

[1．5 

1．8 

3．0 

2．3 

2．1 

l-8 

1．6 

1．9 

1．8 

2．2] 

2．O] 

2．3] 

2．2] 

5．4 

6．4 

4．5 

4．9 

5． 

6． 

4． 

5． 

运用新的规范化算法后，得到规范化矩阵的属性 Q1下 

的列向量为 

(Eo．182，0．545]，Eo．636，13，Eo，0．364]，Eo．364，0．727]) 

这与未平移的矩阵规范化后的结果完全一样，验证了定 

理 2，即新的规范化函数满足平移不变性。 

(3)差异 比不变性 

设选定区间数 =Eo．5，0．6]是 Ql下的标准值，规范化 

峨毒一瞄筹 一 期 

r1．8-- 1．6 2．2--1．61 rO．5— 1．6 0．6— 1．61 

2．7— 1．6’2．7一 1．6 2．7一 1．6’2．7一 1．6 

r2．4— 1．6 2．8--1．6] r0．5—1．6 0．6— 1．6] 

2．7— 1．6’2．7— 1．6J 2
．
7— 1．6’2．7一 1．6 

l 1．2，1．7 I 

l 1．8，2．3 l 

这验证了定理3，即新的规范化算法满足差异比不变性。 

(4)缩放无关性 

假设决策矩阵中属性Q1下的属性值均“放大”2倍(即属 

性值均乘以2)，那么得到新的矩阵为 

Q1 Q Q4 

4．4] 

5．4] 

4．O] 

4．8] 

1．2 

2．4 

1．7r 

1．5 

1．8] 

3．O] 

2．31 

2．1] 

1．8 

1．6 

1．9 

1．8 

2．2 

2．0 

2．3 

2．2 

5．4 

6．4 

4．5 

4．9 

5． 

6． 

4． 

5． ]] 
运用新的规范化算法后，得到规范化矩阵的属性 Q1下 

的列向量为 

(Eo．182，0．545]，Eo．636，1]，Eo，0．3643，Eo．364，0．727]) 

这与B中的结果完全一样，验证了定理 4，即新的规范化 

算法满足缩放无关性。 

(5)区间稳定性 

观察规范化矩阵B，所有属性值均在区间[0，1]内，并且 

最小值0和最大值 1都可以取到。这验证了定理 5，即新的 

规范化算法满足区间稳定性。 

因此，矩阵B是最终的规范化区间数决策矩阵。 

算例结果表明，新的方法能够克服现有方法的局限性，是 

比较有效的区间数决策矩阵规范化方法。 

结束语 本文提出了区间数决策矩阵的规范化函数应满 

足的性质，针对现有区间数决策矩阵规范化方法的不足，提出 

一 个新的区间数决策矩阵规范化方法，并证明了该方法满足 

强单调性、平移不变性、差异比不变性、缩放无关性和区间稳 

定性。本文研究对区间数决策矩阵的规范化处理具有指导意 

义，丰富了区间数多属性决策方法的研究。 
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