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基于变精度上近似与程度下近似的双量化边界及其算法 
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摘 要 近似空间中，精度与程度结合形成的双量化是一个创新课题。利用笛卡尔积进行量化信息合成，基于变精度 

上近似与程度下近似探讨双量化边界及其算法。首先，基于上述两个近似，自然地构建 了双量化扩张粗糙集模型，定 

义了双量化扩张边界。接着，分析了该边界的双量化语义，得到了该边界的精确刻画与数学性质；为计算该边界，提出 

了近似集算法与信息粒算法．进行了算法分析与算法比较，得到了信息粒算法具有更优的算法空间复杂性的重要结 

论。最后，应用一个医疗实例对该边界及其算法进行了说明。该边界扩张了经典 Pawlak边界，并对局部不确定性进 

行了双量化的完备与精细刻画，这对双量化的不确定性分析与应用具有重要意义。 
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Abstract The d0ub1e_quant．fication with precision and grade acts as a novel project in the approximate space．By the 

Cartesian-Product combination of quantitative information，this paper aimed to explore a double-quantitative boundary 

and its algorithms based on the variable precision upper approximation and grade lower approximation．First，a double- 

quantitative expansion-model was naturally constructed by the two approximations，and the double-quantitative expan— 

sion-boundary was correspondingly defined．Then，the double-quantitative semantics was analyzed for the boundary，and 

its precise description and mathematical properties were obtained，in order to calculate the boundary．The approxima— 

tiomset algorithm and information-granule algorithm were proposed，analyzed and compared．The information-granule 

algorithm  has more advantages on the space complexity．Finally，a medical example was provided to illustrate the bo und— 

ary and its algorithms． I'he boundary expands the Pawlak-一boundary，and makes the complete and fine double-quantita— 

tive descriptions for partial uncertainty，thus，it has a great significance for the uncertainty analyses and applications 

with respect to the double-quantification． 
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1 引言 

粗糙集理论是一种研究不确定性的数学理论 ，是一种关 

于数据分析与知识推理的工具。其能够有效地分析不精确、 

不一致、不完整的数据信息，从中发现隐含知识 ，揭示潜在规 

律。当前，粗糙集理论在知识获取、机器学习、规则生成、决策 

分析、智能控制等领域获得了广泛的应用。经典模型(Paw— 

lak-Mode1)E 缺乏近似空间的定量信息，具有一定的局限性， 

如其不能有效地处理噪声数据，也不能完全地挖掘边界中的 

潜在知识。因此，Pawlak-Model需要被改进，量化扩张模型 

则具有重要价值。概率是刻画不确定性的重要工具，其被引 

入形成了概率粗糙集模型。该模型具有概率信息的可测性、 

模型的泛性与弹性、对噪声的不敏感性等突出的优点__2]。进 

而，概率粗糙集模型得到了广泛的发展，其包括了诸多具体的 

模型，如变精度粗糙集模型(VPRS-Mode1)L3]、决策粗糙集模 

型(DTRS-Mode1)E4_等。同时，程度粗糙集模型(GRS-Mod— 

e1)C5]也是一种重要的量化扩张模型。 

通过引入量化参数并允许一定程度的错误分类率存在， 

VPRS-Modd和 ( Model完全扩张了 Pawlak-Modd，并且 

在很大程度上解决了信息系统的数据噪音问题，这对数据采 

集以及数据分析具有重要意义。目前，这两类模型具有许多 

研究成果，如文献[6—8]研究了VPR M0de1的知识约简与规 

则提取，文献E9]应用 VPRS-Model于心理学，文献[10—12]则 

研究 了 GR Mode1的构建与性质。VPRS~Model和 GRS- 
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Model主要利用精度与程度对近似空间进行相对量化与绝对 

量化。精度量化与程度量化分别刻画相对比率与绝对数目， 

两者不等价，具有紧密的、互补的、辩证的关系。进而，精度与 

程度结合形成的双量化具有完备性优势，对近似空间的刻画 

更精确，但计算复杂性与单量化同线性级别。双量化能够对 

近似空间进行全面刻画，强化多级容错特性，推进已有模型的 

发展和应用，因此双量化的研究是一项具有重要创新性与深 

远意义的工作。此外，基于基本量化扩张特性，Ⅵ)R Model 

和GR Model具有很强的相似性、可比性、结合性，如变精度 

近似算子与程度近似算子的相似性，因此双量化研究具有科 

学的可行性。文献[13]强化了程度绝对量化的重要性，并阐 

述了精度、程度的互补性、完备性，进而比较研究了 VPRS- 

Model与GRS-Model，得到了两者的关系和转化；该文为双量 

化研究奠定了重要基础。 

粗糙集理论把那些无法确认的个体都归属于边界，而边 

界定义为上近似与下近似的差；进而边界具有确定的数学公 

式描述，不确定性区域可以被客观地计算。粗糙集理论的不 

确定性正是一种基于边界的不确定性，所以边界成为了粗糙 

集理论的一个极其重要的概念。文献1-14，153研究了基于边 

界的属性约简、特征提取。Pawlak-Model中，Pawlak边界停 

留在宏观定性的最大绝对层面，这很大地限制了粗糙集理论 

对不确定性的刻画与应用，因此边界的深入量化刻画具有重 

要意义。在粗糙集模型的量化扩张过程中，具有阈值容忍性 

的边界相对缩小，在阈值意义下不确定性相对降低。这种边 

界的量化研究，事实上量化刻画了PaWlak边界中的特定局 

部，进而通过阈值的系统层次，可以形成 Pawlak边界中的层 

次量化结构。正是在此背景下 ，本文利用笛卡尔积进行量化 

信息合成，基于变精度上近似与程度下近似组建双量化扩张 

粗糙集模型，构造Paw1ak边界内的局部双量化边界，并进行 

双量化研究。该双量化边界完全扩张了 Pawlak边界 ，具有具 

体的精确刻画与特定的双量化语义。本文还提出了该双量化 

边界的两个计算算法，进行了算法分析与算法比较，也研究了 

其数学性质。 

2 基于变精度上近似与程度下近似的边界 

【，为非空有限论域，R为其上的等价关系，称为知识， 

(U，R)称为近似空间，元素 z所在等价类[ ]R称为信息粒。 

2 为U的幂集，集合A∈2 ，c([z二}R，A)一1一_[ ]R NAI／ 

『[ ]R f称为 ]尺关于A的相对错误分类率，令 ([z ，A) 

=1一f([ ，A)。Pawlak近似、变精度近似与程度近似分别 

为： 

RA—U{[ ] ：[ nA≠ ) 

RA—U{[ ]R：[z]R A} 

R =U{[ ]R：c([ ]R，A)<1一 

RjA=U{[z]R：c([ ]R，A)≤口} 

天kA—U{[z]R：l[ nAl>尼) 

RA—U([z]尺：lIx] I—I[ nAI≤忌) 

其中， 称为分类误差，五为非负整数般 忌也称为阈值。简单 

地，1一 称为精度，k称为程度；深刻地，精度与程度被根本地 

联系于量化： ([ ，A)、c([z ，A)和l[ nAl、l[z] I— 

f[z]RnA 。一般情况下 ∈[0，0．5)；为了理论的完备 

性，本文采用文献[13]中扩张的范围，即p∈[o，1]。近似集 

可以提取出近似算子，粗糙集模型可通过它们来描述，如 

VPRS-Model即为(【，， 口， )。显然，基于近似 的阈值扩张 

性，VPRS-Model和 GRS-Model量化扩张了 Pawlak-Model。 

定义 1 为变精度上近似算子，R 为程度下近似算 

子，即 

自：2 — 2 ，R ：2 — 2“，VA∈2 ，Rp(A)= ，Rk(A) 

A 

它们共同决定的模型称为变精度上近似与程度下近似粗 

糙集模型，记为(U， ，Rk)。其中， 

VA∈2 ， R (A)一6，zR A=R --RkA 

6 称为该模型的边界算子，bnR~A称为集合 A在该 

模型中的边界。 

基于变精度上近似与程度下近似 ，定义 1自然地构建 了 

模型(U， ， )。这一模型蕴含着精度与程度的双量化，即 

为一个双量化模型。更深刻地，基于上下近似的二维独立性， 

这里的双量化其实是利用笛卡尔积合成了近似空间的精度、 

程度量化信息。具体地，该模型具有关联于上下近似的双量 

化语义：模型(u， ，Rk)的上近似描述“关于集合A的错误分 

类率小于 1一 的信息粒，下近似描述“不属于集合A的元索 

个数最多k个”的信息粒。基于笛卡尔积对于信息集成的完 

备性与可还原性等优点，模型(【，， ，R)以特定角度很好地 

双量化描述了近似空间，具有理论价值与应用前景。其中的 

集合边界6，z A是基于边界的常规定义自然产生的，也利用 

笛卡尔积来蕴藏着重要的精度程度双量化信息。 

命题 1 一0、k=0时，模型 (u， ，Rk)退化为 Pawlak- 

Model(U，R，R)，且 bnR~A=RA—RA=bnRA。 

证明：由 0时 =RA、k=0时，RA=RA，易证。 

命题1表明，基于变精度近似与程度近似对经典Pawlak 

近似的扩张性，模型(u， ，R )完全扩张了 Pawlak-Model 

(u， ，R)，其中的边界 bnR~A也完全扩张了经典 Pawlak边 

界 bnRA。换言之，模型(u， ，R )即为一个双量化扩张粗糙 

集模型，bnR~A 即为一个双量化扩张边界。 

命题 2 V卢，k，6 A 6， A 6 4。 

证明：由Vp，k有 、风A RA，及边界定义，可 

证 。 

命题 2表明，一般情况下 ，边界 bnR~A 比 PawIak边界 

bnRA缩小了，即说 明上述双量化扩张是往边界变小 的方 向 

施行的。边界的大小决定着不确定性 的大小 ，边界绝对缩小 

则意味着不确定性减弱，确定性增强。因此，命题 2表明，在 

阈值容忍性情况下，边界 bnRA相对缩小，不确定性相对降 

低；这正是模型(U， ，Rk)与边界 bnR~A进行了双量化扩张 

后的良性结果。一般情况下，边界bnR~A为Pawlak边界的 

子集，故边界bnR~A能够双量化刻画Pawlak边界中的特定 

局部，即部分不确定性区域得到了深刻的描述。同时，若阈值 

，愚进行不同层次的取值，则边界bnR~A将在Pawlak边界内 

形成深刻的粒层次结构，进而不确定性区域将得到更深的刻 
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画；从粒计算角度来讲，这一结果奠定了层次问题描述与求解 

的基础。综上，边界tmR~A具有重要研究价值。 

命题3 6n A—U{[z] ：c([z] ，A)<1一卢，l[z]R I— 

l[z] nAl>忌)。 

从精度与程度出发，命题 3清晰地呈现了边界 bnR~A的 

双量化基本形态。边界 bnR~A本质上施行 了精度与程度的 

复合刻画，并且这种双量化主要是基于笛卡尔积的，因此边界 

bnR~ 对于精度程度双量化信息具有完备性。 描述
_

A bnR~
_

A 

的是“关于集合A的错误分类率小于 1一口，但不属于集合A 

的元素个数多于k个”的信息粒。可见，边界 bnR~A具有特 

定的双量化语义，进而具有双量化错误描述特征与容错机制。 

同时，结合命题 2，命题 3本质上给出了Pawlak边界的子集 

或层次结构的精细双量化刻画。因此 ，边界 bnR~A对双量化 

的不确定性分析与应用具有重要意义。 

命题 4 6住R A—U{[z] ：l[z] N A l>J9l[ ] I， 

l[z] nAI<l[z] l一是}。 

基于命题 3、命题 4进一步给出了边界 bnR~A 的一个计 

算公式。其中只涉及口l[ ] l、l[ ] l一是两个量；下面，将通 

过讨论这两个量的关系，得到由阈值 、k决定的边界bnR~
_

A 

的微观精确刻画。 

命题5 1) 1时，6蛾 A一声； 

2)／36[0，1)时，bnR~
_

A：U([z] ：I[z] I> ，／3 

l[ ] I< ] NAI~I[ ] 忌}，其中 ] l> 为 

[ ] R A的必要条件。 

证明：1) 1时， A一 ，因此 bnR~ 一 ；
_

A 

2)／31 Ez3 1<1嘲  卜_k时，即 ] 1> ， 

bnR~A 可能成立 ； 

t31[ l≥I[ I—k时，即l[ l≤ ，[z]R(z= 

A。 

所以 bnR~
_

A—U{[ ]R：I[ l> ，／31[ ]R l< 

1[ nA1< 1[ 1一惫)。 

命题5进一步对命题 4得到的公式进行细化，从而得到 

了边界 bnR~A 的精确刻画公式。基于近似空间的基本核心 

信息：l[z l、l[z] nAI，这种精确刻画公式处于描述结构 

的最底层，具有信息粒最直接的信息，因此对边界 bnR~A 的 

本质刻画与优化计算具有重要意义。双量化对单量化进行了 

提升，计算复杂性线性地提高；而双量化的计算优化，主要拟 

降低计算复杂性，故具有实用价值。综上，命题 5为边界 

bnR~A的计算，特别是优化计算，奠定了基础。 

3 边界的算法 

命题 5表明，p=1是一种特殊情况，此时边界bnR~ 为
_

A 

空集。下面主要在口∈Eo，1)的一般情形下，探索计算边界 

bnR~A的两种不同算法，并进行算法分析与算法比较，给出 

优化计算的相关结论。 

算法 1(近似集算法) 
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输入：1[X]R1、1[x]RnA1、阈值 B，k。 

Step 1 计算变精度上近似 A和程度下近似RkA； 

Step 2 由集合的差(即定义 1)，计算边界 brtR~kA。 

输出：边界 bnR~
_

kA。 

算法2(信息粒算法) 

输入：l[-X]Rl、l[x]RNAl、阈值 8，k。 

1， 

Step 1 由命题5，判别基数在(7T兰l_，+。。)内的每个信息粒是否包 
＼ ▲  ¨ ， 

含于边界 bnR~
_

ka内； 

Step 2 把包含于边界 bnR A内的信息粒合成集合。 

输出：边界 bnRkkh。 

近似集算法的计算过程非常清晰。在信息粒算法中，为 

了算法的确定性，需要细化算法的计算过程；主要是在比较大 

小时，需要确定参数的先后次序。在信息粒算法的第 1步中， 

L 

当l[ ] l> 时，l[z] nAl-9参数 比较的次序规定为： 
、 

先口l[z] l后l[z] l一是。 

这两个算法的核心部分是：判断每个信息粒是否包含于 

特定集合。每个信息粒都需要 2个输入数据：I[ ] l、l[z 

nAf，设信息粒共有 个，则需要 2 个输入数据。下面，选 

取与 l[ ] l、{[ _]尺NAl、7"1相关的运算(包括除、减、比较大 

小)作为基本计算，以信息粒的规模 作为实例特征，来分析 

与比较这两个算法。 

在VP M0dd中，为简化计算，主要使用公式 =U 

{[ ： ( ]R，A)>／3}。近似集算法中，要判断每个信息粒 

是否包含于 和R A内，需要计算2次，比较大小 2次，需 

要辅助变量2个：p([z] ，A)、l[ ] l一} ]尺nA J，其余是 1 

步集合差运算。所以，近似集算法的时间、空间复杂性分别 

为：T( )=4n、S( )=2n，且结果是稳定不变的。 

信息粒算法中，每个信息粒的基数要先与k／(1一／3)比较 

大小 1次。1)若1[z 1≤ ／(1一／3)，则不需要比较大小和辅 

助变量，有结论 [z]尺 bnR~A；2)若 l[z] l> ／(1--／3)，则 

I[z]RnAl最多需要与口l[ ] ；和{[ ] I一愚比较大小2次， 

最多需要计算2次，需要 2个辅助变量： l、l[z] I一点。 

根据信息粒的分布及是否包含于bnR~A的归属来看，信息粒 

总共有 4种情形。表 1给出了信息粒的分布及其基本计算次 

数、辅助变量个数的详细隋况。在最坏的情况下，信息粒算法 

的时间、空间复杂性分别为：T( )=5n、S( )=2n。 

表 1 信息粒算法中信息粒的分布及其基本计算次数、辅助变量个数 

在最坏的情况下，两个算法的时间复杂性与空间复杂性 

的渐进分析相同：T( )一@( )、S( )一@( )，但信息粒算法 

比近似集算法更具有算法空间优势。近似集算法的时间和空 

间复杂性是固定不变的。但在信息粒算法中，情形(1)可以降 

低算法的时间复杂性和空间复杂性，情形(2)可以降低算法的 



空间复杂性。显然，近似集算法的空间复杂性是信息粒算法 

空间复杂性的上界。同时，信息粒算法的辅助变量 }[z] l、 

l Ex] l一是优于近似集算法的辅助变量P([z ，A)、l[ l 

～ }[ nA J。每个信息粒均满足条件 }I-x] J~k／(1～ 是 

信息粒算法的最好情况；此时，信息粒算法的时间复杂性和空 

间复杂性分别为：T( )= 、S( )=c。 

近似集算法以变精度上近似和程度下近似的基本概念为 

中心，利用定义进行宏观计算，直接、简洁、常规、自然；信息粒 

算法则立足于信息粒这一原子微粒，利用边界 bnR~A的精确 

刻画进行微观计算，更创新、更根本。以上算法分析表明，信 

息粒算法比近似集算法具有更优的空间复杂性。原因在于， 

命题5得到了边界brd~A的精确刻画，得到了Ex]R A 

的必要条件l[z]尺l>忌／(1-- ；同时通过算法分析可知，在情 

形(1)和(2)的信息粒分布情况下，算法空间复杂性会大大降 

低。因而，信息粒算法计算时，先由参数 、k分化出(o，k／(1 
～  

]、(忌／(1一 ，+。。)两个区间，再根据信息粒基数与上述 

区间的关系，进一步计算出信息粒是否包含于 bnR~A，进而 

求得bnR~A。而近似集算法必须先确定信息粒的变精度上 

近似和程度下近似的两种集合归属，然后再用集合差运算转 

换。显然，信息粒算法适用于k偏大或 偏大的情形。在海 

量数据处理中，可能选用信息粒算法计算更快捷 。此时可通 

过参数k．fl的大小，1 Ex] l、l Ex] nAl的排序及它们间关系 

的定位来决策是否采用信息粒算法。 

4 医疗案例 

这里，我们采用文献E13]中的医疗案例来说明边界 6 

A及其算法。信息系统 s=(U，T，V， ，U由36个观测病人 

组成，T一{rl，r2，r3}，rl、r2、r3分别表示“发烧”、“头痛”和“感 

冒”， 一{0，1，2)、 ={0，1，2)、 ，={0，1)， ：{0，1} 

中的1、0分别表示“有感冒”、“无感冒”。基于观测病人检测 

数据，表2给出了观测病人类别的统计数据，其中R为“发 

烧”、“头痛”决定的等价关系，Ex] =( ， )(优=1，2，⋯，9)为 

相应的观测病人等价类别，A表示“感冒病人”集合。 

表 2 观测病人类别的统计数据 

元 ‘ 

。 _l 
1、7、13、19、 7 

～  0 1 7 
22、3O、35 ‘ 

3、17、25 3 3 1 

5 1 5 1 

2,

2

1

7

0

、

．

3

1

4

6、 5 1。
、34 2 

8,

2

1

4

1

l31

．
20、

5 11、2O、24 3 

4 21、28 2 

6 14、18、29、33 4 

3 6、9、26 3 

下面在 一0．35、忌一2的阈值条件下 ，分别用近似集算法 

与信息粒算法来计算边界b．R,A。 

近似集算法 1)卢=0．35时， 一[z]z U Ex] U Ex]s U 

[ s U[ U[ ]s U[ ，k=2时，忌A一[z]。U[ 。U[ ] 

U Ex]。U Ex] U[ ]。U Ex]。；2) A一[z] 。 
L 

信息粒算法 1)fl=0．35、k=2， ：3．08，[ ]z、 
＼ ／ 

[ ]3、 ] 、[ 。满足条件f ]R f≤3．08，其余信息粒的基数 

全属于区间(3．08，+。。)。故[ ]z，Ex]。，[ ] ，Ex]。 

R而 A，其余信息粒全为怀疑粒。经计算有[z] ，[z]。， 

Ex]7，Ex]8(z= R磊2A、Ex]s 焉zA。详细计算参见表 3； 

2)进而 锄R i2A—Ex]5。 

根据“发烧”、“头痛”属性，论域划分为 9种观测病人类 

别。上近似 A--E~]。U[z]。U Ex] U Ex] U[ ] U Ex] U 

[ ]。U[ ]。与下近似RA一[ ] U[ ]。分别表示“可能和一 

定纳入感冒病人集合”的观测病人类别。而 R ；zA一[z]s 

表示“关于感冒病人集合的错误分类率小于0．65，但不属于 

感 冒病人集合的观测病人个数多于 2个”的观测病人类别。 

显然，在 Pawlak-Model中，Pawlak边界 bnRA一[ ]2 U 

Ex]。U Ex]sU[z] U Ex] U[ ] ， 蹄 jzACbnRA。由本医 

疗案例可见，Pawlak边界中的特定局部：边界brd~A，利用精 

度和程度进行 了双量化刻画，具有实际的双量化语义与双量 

化容错机制，对不确定性的深入刻画与量化应用具有实际意 

义。本医疗案例中信息粒数目为9个，近似集算法的时间、空 

间复杂性为 T(9)一36、S(9)=18；而信息粒算法的时间、空间 

复杂性为 T(9)=27、S(9)=9，信息粒算法的分析参见表 3。 

可见 ，信息粒算法具有更优的算法空间复杂性优势，也具有一 

定的算法时间复杂性优势。 

表 3 医疗案例的信息粒算法计算与分析 

5 性质 

命题 6 1)6 一 ， u一 ； 

2)AC_B时， A j ，RpB、 B ～旦B，～ A； 

3)bnR~(AUB) ～RA，～RB； 

4)bnR~(AnB) ，R ； 

5) 

_

(～A)=RkA一垦 ； 

6)fl~a、彘≥z时，6， A 6 A。 

命题 7 bnR~(6 A 。 
证明：记 _bnR

~A=B，故需证6，蛾 B= 。 

· 2】9 · 

．二∞ D ．二 ∞ D 幻 -二 ∞ D ．二 冈 陶 冈 冈 



 

1) 1时，bnR~ 一 ，所以 ( R便A) 一
_

A bnR& bnR~A 

； 

2)B一 时，bnR~B一 =B； 

3)现pE-Eo，1)、B≠≯，若|[x]RGbr~B，则l Ex]RNB{ 

>／3 JIx] l，JIx] NBj ：l[ ] l一一五。 

由_[z] NBl>／3lIx] i>70有[ ] B，则lIx] NBf— 

J[-z] I<lIx] 忌，这是一个矛盾式，所以bnR~B= 。 

推论 1 bnR(bnRA)= 。 

命题 6研究了边界bnR~A关于集合系统的一般性质，命 

题 7则得到了其幂作用性质。基于双量化扩张性(命题 1)与 

命题 7及推论 1得到了Pawlak边界的幂作用结果。 

结束语 本文利用笛卡尔积，结合变精度上近似与程度 

下近似组建 了新的双量化扩张粗糙集模型 ，类似可以做其它 

平行推广。其中提出的边界，对经典 Pawlak边界而言，也具 

有双量化扩张性，因此具有具体的双量化语义，同时对局部不 

确定性进行了双量化的完备与精细刻画，这对双量化的不确 

定性分析与应用具有意义。本文研究了该边界的算法，还需 

要对近似空间或粗糙集理论的双量化扩张与双量化不确定分 

析进行进一步深入与系统的研究。 
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