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一 种快速、鲁棒的有限高斯混合模型聚类算法 

胡庆辉L 丁立新L 陆玉靖。 何进荣 

(武汉大学软件工程国家重点实验室 武汉430072) (武汉大学计算机学院 武汉430072)。 

(桂林航天工业学院信息工程系 桂林 541O04)。 

摘 要 有限混合模型聚类是一种基于概率模型的有效聚类方法。针对高斯混合模型的聚类算法，分别对模型的成 

分混合系数及样本所属成分的概率系数施加熵惩罚算子，实现对模型成分数的两级控制，快速消除无效成分，使算法 

能在很少的迭代次数内收敛到确定解。传统算法对初始值(成分数目C需事先指定)的设置非常敏感，容易导致 EM 

算法陷入局部最优解或收敛到解空间的边界，而文中的算法对初始值的设定没有特殊的要求，实验证明其具有很好的 

鲁棒性。 
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Abstract Finite mixture model is an effective clustering method based on probability mode1．Aiming at the clustering 

algorithm of Gaussian mixture mode1．This paper imposed entropy penalized operators on the mixed coefficients of com- 

ponents and the labels of samples respectively，which brings to two levels controls for the number of components and 

rapid reduction of the illegitimate ones．Thus the algorithm converges to exact solutions th only a feW iterations．Since 

the traditional algorithm  is very sensitive to the initial values(for example，the num ber of components must be set in ad— 

vance)，which often leads to the EM algorithm to fall into 1ocal optima  or converges to the boundary of the solution 

space，the new algorithm  of this paper is very robust and has no special demands for the initializations，just testified by 

the experiments． 
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1 引言 

在很多科学与工程领域，均会涉及到大量的数据统计分 

析与数学建模。有限概率混合模型就是一种在统计数据分析 

中最常用也是最有效的数学方法之一。它是有限个独立概率 

模型的凸组合，通过使用多个成分(其中每一个成分即为一个 

独立的概率分布)来描述一个复杂的数据分布。不管数据分 

布的结构如何复杂，混合模型总是能通过增加成分的方式来 

描述数据分布的局部特性。这使得它成为有效的密度估计及 

聚类工具之一，在机器学习与数据挖掘领域中具有重要的地 

位。 

有限概率混合模型首先要假定数据服从某个混合概率分 

布，常见的如高斯分布E ， 、t分布 ，9_、皮尔逊分布E 等等。 

但实际的数据有时不一定满足前面的这些分布，为了使混合 

模型聚类算法有更强的适应性，一些研究者提出了若干其他 

分布模型，如文献Es]中提出了非中心 t分布的混合鲁棒模 

型；文献E6，10]使用了基于Diriehlet分布的混合模型并将其 

成功应用于图像分割；文献[5]中，作者通过研究广义多元分 

析理论，提出了基于椭球等高分布混合模型的聚类算法，解决 

了有限混合分布模型的聚类分析中分量密度函数选择问题。 

利用有限混合模型进行聚类时，样本属于不完全数据(缺 

失样本的类别标签)，通常采用 EM(Expectation Maximiza- 

fion)算法求解最大似然值，而 EM算法收敛速度慢，对初值 

(比如混合模型成分数的初始值)的设置很敏感，容易收敛到 

局部最优解或参数的边界_9]。一些文献专门针对EM算法的 

初始化问题[11]及混合模型成分的估计问题[12,13]进行了讨论， 
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但很少涉及到初始成分数的设置对 EM算法鲁棒性的影响。 

文献E7]中作者提出了一个最小信息长度(M 皿)收敛准则， 

通过使用一个集成估计和模型选择准则的策略，一定程度上 

提高了EM算法的鲁棒性，但是由于初始成分数设置不同，该 

算法仍然可能会收敛到不同的解。文献[1]中，作者提出了另 

一 种鲁棒性高斯混合模型聚类算法，成分数初值直接等于样 

本个数，对成分的混合系数施加熵惩罚算子，在迭代中根据一 

定准则自动减少成分数目。这使得EM的迭代不依赖于初始 

成分数，大量实验证明该算法具有很好的鲁棒性。但是成分 

数越大，计算的时间代价往往呈指数增加，因此，使算法在较 

少迭代次数内快速降低成分数目是一个有效提高该算法效率 

的办法。 

本文针对文献[1]的算法，提出了同时对样本所属成分的 

概率系数施加熵惩罚算子，两级控制模型的成分数，来达到在 

确保算法收敛到正确解的同时进一步快速收敛的目的。实验 

表明，改进的算法较原有算法在收敛到确切解时，迭代次数明 

显减少，收敛速度明显提高。 

2 高斯混合模型的基本形式 

设{z ，zz，⋯， lz∈ }为随机变量 X 的 个随机样本 

值，则含有C个成分的d变量混合模型的概率密度函数表示 

为： 
C 

，(z；∞， 一∑ _厂( ； ) (1) 

式中，OAI>o，表示混合模型中各成分的比例系数，并且满足 

∑ =1，-厂( ； )表示第 i成分的概率密度。当混合模型的 

各成分为高斯分布时，上式可以写成： 
C 

f(x；oA， ， )=∑ _厂(z； ， ) 
l= l 

一 ∑ (27c)一‘d／ l三l一 ／ e(一 ／ ) -心， (2) 
一 1 

式中，脾和 分别为第i成分的均值向量和协方差，d为样 

本的维数。a(x， ； )表示 与 的 Mahalanobis距离。 

设 ， ，⋯， 分别为样本 ，zz，⋯， 所属成分的概 

率向量， 一 ( )取值为。或 1，当 =1时，表示样本而属 

于第 i个成分，否则不是。则最大似然法求解参数的log似然 

函数为： 

L(OA， ，X；x1，劫，⋯， )一∑ ∑ ln[-oA~f(xl； )] (3) 
t= l = 1 

3 EM算法估计未知参数 

似然函数式(3)中，％属于缺失参数，通常用EM算法迭 

代求解。EM算法分为以下两步。 

E-Step：求解参数 ： 

一 纰(2u)一 ／ I l一‘ ／ e(-1／ ‘t， I 

∑6 (2丁c)一 l l一‘ ／ e(-1／ ) ‘ ， · 

M-Step：对式(3)的胁、 和 求最大，有： 

混合系数 
A 

一 ∑ ／n 
J一 1 
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(4) 

(5) 

各成分的均值向量 
 ̂  ̂

= 墨z “ ／暑％ 

各成分的协方差矩阵 
" A " A 

一

．  

zkjukj( 一 )(乃一 ／ “ 
J 一 J 一  

4 一个鲁棒的高斯混合模型聚类算法 

(6) 

(7) 

在多变量有限混合模型的概率密度函数中，混合系数 

代表第k成分存在的概率， 越大，表明该成分越重要，在下 

一 次迭代中有更多的机会被保留；反之，当 很小(小于某个 

预先定义的阈值 ，实验设置为l／n)时，表明该成分应该被消 

除，从而达到减少成分数的目的。 

用一1n 表示第k成分的信息量，一∑ 1n 为平均信 

息量(即信息熵)，当 =1／c(V忌∈1，2，⋯，c)时，则认为没有 

关于OAk的信息量。因此我们的目标是利用信息熵使目标函 

数达到最大值，以获得 更多的信息，这可以通过最小化 

一 ∑ 1n 来实现。最小化一∑(c艟1n蛳 等价于最大化∑l一 

lr ，于是我们在原始的目标函数(即式(3))基础之上添加 

了一个惩罚项∑ ∑ ln ，则似然函数式(3)变为： 
t— l 一 1 

 ̂ n r 

，(∞， 一∑ ∑z ln(oA,f(xl； )+口∑ ∑ ln蛳 (8) 
= 1 一 1 — l k— l 

式中， 为调节系数，取值在(0，1)之间。卢越大，则惩罚越强， 

在最开始迭代的时候，由于成分数目C较大，可以使用较大的 

值来加速成分的减少，随着迭代次数的增加，卢按一定比例减 

少。当成分数趋于稳定时设置口一0，使算法按传统方式进行 

迭代。 

在式(8)中，惩罚项始终为负值，能够对 EM算法起到很 

好的调节作用。在等式约束 ∑ 一1的条件下，利用拉格朗 

日乘子法，对式(8)的姚求一阶偏导，得到OAk的迭代公式： 
n  ̂

= ∑ + (1 一 ∑ l ) (9) 
一

1 一 1 

式(9)表明，如果1n 一 ∑ lno~<O，则混合模型的第k 

成分在第￡+1次迭代的时候，其混合系数cc 将比没有施加 

惩罚算子时要小。 越小，则 n 减小的趋势越大。当n 

减小到阈值拿时，可以认为第 k成分是无效的，可以消除，同 

时 c—c一1。 

随着成分数目c的减少，为保持约束条件∑ =1和∑ 
i— l 女= l 

 ̂

目一1，需要对其做如下调整： 
C 

“ 一cc ／∑ ¨ (10) 
吉 l 

A c  ̂

蕊 =z ／∑z (11) 
= 1 

式(9)代替式(5)后，迭代算法具有很好的鲁棒性。 

5 加快算法的收敛速度 

似然函数式(3)中， 表示样本X 属于第k个成分的概 

率，其取值满足条件∑％=1。％越大，表明样本 属于成 

分 k的可能性越高，在下一次迭代时有更多的机会属于这个 

成分，反之亦然。 

l̂ 



 

类似于对 慨 的调节方法，用一1n 表示样本 属于第 k 

成分的信息量，则一∑ In(z~)30五属于各成分的平均信息 

量，当zki=1／c(即Xi属于任何一个成分的概率相同)时，则认 

为信息量为0。按照此观点，迭代时必须使信息量达到最大。 

于是利用信息熵最大化原理对 施加惩罚算子，将％的迭代 

公式变为： 

甜 一 二 互盟 +啦 {lne~一妻西1嗽 } (12) 
也  l l～ 恕 ‘_J ⋯  J ， 

∑ 
．厂(五； ) 一 

式中，啦为调节系数，考虑到相关的约束条件，其取值由下式 

计算： 

1一max(姥 ) 
c ， 

max(~- )∑ 1 
一 1 

(13) 

从式(12)可以看出，∑磊l嘛 是 i嗽 关于 ，兹 ，⋯，磊 
s= 1 

的加权平均，当l嘛 小于∑西1n磊时，甜 将小于没有施加惩 

罚算子时的计算值，这会使得样本加速向某些成分靠拢，从而 

促进成分数C的减少。 

求出甜 后，利用式(3)调整 (cJ， (注意不使用式(9)，目 

的是使两次计算相互独立)，并再次消除不合理的成分。 

当成分数趋于稳定时，设置调节系数 幽一0，不再对 施 

加惩罚算子，以保持收敛的稳定性。 

改进后算法的基本步骤如下： 

Stepl 初始化，需要做以下工作： 

(1)设定成分个数c= ，混合参数惩罚系数 一1及样本 

所属成分概率惩罚系数a一1； 

(2)初始化每个成分的协方差矩阵 和均值向量 一 

魏 ； 

(3)初始化 。 

Step2 利用式(9)替换式(5)来计算混合系数 OAk，如果 

~<l／n，则删除成分k，同时执行式(10)、式(儿)。 

Step3 利用式(7)更新成分的协方差矩阵 。 

Step4 利用式(12)替换式(4)计算 。 

Step5 利用式(5)计算混合系数 ，如果OAk<1 ，则消 

除成分 k，同时执行式(10)、式(11)。 

Step6 利用式(13)调整 纯。 

Step7 利用式(6)计算均值向量 。 

Step8 如果1m ll 一 lI<∈，则退出循环，否则执 
1 ‘ ( 

行 Step2。 

从以上步骤可以看出，新算法每次迭代时执行了两次成 

分的消除操作，分别是 Step2和 Step5，这使得算法的迭代次 

数大大减少，提高了算法的收敛速度。 

算法的时间复杂度分析：算法的计算复杂性与迭代次数 

有关，每次迭代 的时间花费包括两部分 ：E-Step和 M-Step。 

在 E-Step中，计算％需要花费的时间复杂度为O(nc)；在M- 

Step中，计算 和 的时间复杂度都是 0(c)，计算协方差 

的时间复杂度都是O(nd2 c)。于是每次迭代为O(nc(d。+ 

1)+c)这和原始 EM算法及文献[1]中的算法在单次迭代的 

时间复杂度基本相同。而迭代次数与成分数 c有关 ，加速 C 

的减少有利于迭代次数的减少，本文中的方法通过分别对混 

合模型的成分系数及样本所属成分的概率施加熵惩罚，加快 

成分数的减少，从而大大减少 了迭代次数。 

6 实验分析 

本文的实验针对4个算法进行了比较，算法 CA1是对混 

合系数和样本所属成分的概率系数都没有施加惩罚算子的情 

况(eP传统的EM聚类算法)，算法CA2表示只对混合系数施 

加惩罚算子的情况(即文献Eli中的算法)，算法 CA3是同时 

对混合系数和样本所属成分的概率系数施加惩罚算子的情况 

(eP本文中的算法)，CA4为文献[7]中的算法，初始成分数都 

设置为样本个数。比较以下几方面的内容 ： 

(1)算法的迭代次数与成分数变化的趋势； 

(2)算法的收敛性能，即算法结束后成分数收敛到正确解 

的概率； 

(3)算法平均收敛时间； 

(4)成分数在得到正确解的情况下数据分类的正确率。 

实验中首先选用了文献I-1]中两组有代表性的样本数据 

进行比较 ；然后选用了文献[14]中的一组真实数据进行比较。 

6．1 第 1组比较 

样本数 n=800，数据维数 一2，样本随机来源于两个不 

同的高斯分布(产生概率相同)，其中： 一(O o) ，,uz一 

(2o o) ，乏 一( )， 一(：；)，比较的结果如下。 
如图 2所示，传统EM算法CA1进行聚类时收敛速度非 

常慢，这是由于该算法一直保持在比较高的成分数 目，导致计 

算量很大，并且当成分数初始值设置为样本个数时收敛不到 

正确解，最终成分数目最好的情况是 158，如图 1(a)所示(图 

中的椭圆是按照 + 竺 丝 一1的形式画出，椭 

圆的中心点在均值 处，0"1、0"2为协方差矩阵的对角元素， 

和 均由计算所得)。从图1(b)可以看出，CA2和 CA3两个 

算法都可以收敛到正确解，得到各成分的均值和协方差基本 

一 致。图2表明，CA2和CA3在开始迭代初期，成分数的下 

降明显快于传统的算法，其中CA2迭代了25次左右得到了 

最终成分数 2，CA4经过了 50多次迭代，而 CA3基本上经过 

1O次左右的迭代就达到了相同的结果 ，总的迭代次数减少非 

常明显。最终 CA2、CA3和 CA4都能收敛到正确的结果，并 

且数据的分类完全正确。由于算法每次迭代的时间复杂度与 

成分数呈指数关系，因此，在迭代初期快速降低成分数可以大 

大加快算法的执行速度。 

⋯  0  

簧 薯 ≥ 
(a)CA1聚类结果(不收敛) (b)CA2、CA3和CA4正确的聚类结果 

图 1 4种算法的聚类结果图 
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图 2 第 1组数据的收敛趋势比较 

表1是随机执行 100次的平均比较结果。 

表 1 第 1组数据执行 100次的比较结果 

6．2 第2组比较 

样本来源于 4个不同的高斯分布， 一400，d一2， = 

(O 3) ， =(O 5) ， =(0 7) ， 一(0 5) ，∑l一∑2一 

= ( -0 。．00 )， 一( 。：) )，每组样本的产生概率 
相等，该组数据的特点是第 4个成分和第 2个成分成十字交 

叉。比较结果如下。 

(a)CA1聚类结果 (b)CA2、CA3和CA4正确的聚类结果 

图 3 4种算法的聚类结果 

图4 第 2组数据的收敛趋势比较 图5 CA3收敛到 c=3的情况 

第 2组数据中，CA1最好的收敛结果是c=86，CA2、CA3 

和CA4基本能收敛到正确解c=4，图3(b)中的椭圆变成一 

条直线，是因为均值 趋近于0。图4表明，本文的算法在收 

敛速度上比CA1、CA2、CA4都有明显的改善。 

表 2是第 2组数据随机执行 100次的平均比较结果。其 

中CA2有 6次收敛的成分数为 5；而 CA3有 4次收敛的成分 

数是3(将成分2和成分4收敛到一起，见图5)，3次收敛的成 

分数为 5，CA4的收敛速度 比CA2和 CA3要慢，同时成分正 

确率和数据分类正确率也相对低一些。CA2和CA3数据分 

类的正确率都达到了97 以上。 

· ]94 · 

表 2 第 2组数据执行 i00次的比较结果 

6．3 真实数据集上的比较 

本组比较使用了来 自于文献[-143的真实数据集，包含了 

145个糖尿病人的观测数据，每个病人包含 3个测量值 ，分别 

是血糖对口服葡萄糖的反应、血糖胰岛素水平对口服葡萄糖 

的反应以及胰岛素耐受性程度。临床诊断结果包括正常，化 

学性糖尿病及显性糖尿病 3种情况。 

随机执行 100次后，比较结果如表 3所列。 

表 3 真实数据集的比较结果 

以上3组实验表明，本文中的算法和文献E1]中的算法在 

收敛性能和数据分类正确率等方面都很接近，大大优于传统 

的EM算法和文献E73中的算法，而本文的算法所花费的时间 

明显要少许多，因此在具有很好的鲁棒性的同时还具有更快 

的收敛速度。 

结束语 本文在文献[1]中提出的鲁棒性高斯模型聚类 

算法之上，提出了一个快速、鲁棒的聚类算法，其利用信息熵 

最大化原理，对混合成分系数及样本所属成分的概率系数同 

时施加惩罚因子，加快样本向各成分集中，从而进一步加快无 

效成分的消除，使得算法只需很少的迭代次数就能收敛到确 

定解，大大提高了算法执行的速度。算法对初始设置的成分 

数不敏感，因此具有很好的鲁棒性。 

需要说明的是，高斯混合模型对噪声很敏感，因此本文实 

验没有测试带有噪声的样本数据。混合 t模型r2 和混合 

Pearson-VII模型r4]属于重尾分布，可以通过自由度参数 调 

节噪声的干扰，本文中所采用的方法只需要做很小的改动，就 

可以移植到这两个模型中，从而实现噪声环境下的鲁棒性改 

善。 
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K 和K 。，改进后的协议根据比特流版本号确定密钥 

KTA6 ，KTAG+ 和KTAG+2 ，每轮比特流更新的密钥均不相同， 

这种一次一密的加密方式具有更强的安全性。 

5．2 性能比较 

由于改进后的协议在每轮比特流更新时均使用新的请求 

和确认密钥，密钥管理中对这 3个密钥的定期更新就不再需 

要，仅需对 Ke进行定期更新，与 Devic协议相比，减轻了协议 

密钥管理的负担。 

在多FPGA系统中，Devic协议要求每个 FPGA都存储 3 

个请求和确认密钥，且各FPGA的密钥均不同，若 SD管理 

个 FPGA，则 SD需要存储 3 个密钥 。改进后的协议中 FP— 

GA只需要存储一个密钥链种子 K0，SD中也仅需保存与 

个 FPGA对应的 n个Ko。比特流的版本号和密钥 KB在两 

个协议中均须保存，不改变协议参与方的存储负担。因此，与 

Devic协议相比，改进后的协议减轻了协议参与方的存储负 

担。 

表 1给出了在具有 个 FPGA的系统中，经过 m次密钥 

定期更新后，Devic协议与改进协议在密钥存储空间、密钥分 

发次数、密钥更新次数等方面的比较。 

表 1 协议性能比较表 

结束语 本文首先分析了Devic提出的防重放攻击的远 

程比特流更新协议 ，发现 Devic协议在密钥存储和管理方面 

效率不高，然后，基于双密钥链结构，对协议进行改进。改进 

协议在不改变原协议具有的机密性、完整性和防重放攻击特 

性的前提下，采用一次一密的方式加密 TAG，具有更好的安 

全性。此外，改进协议能提高协议密钥管理的效率，并降低协 

议参与各方的存储负担。 

进一步的研究 中，我们将考虑将群加密策略引入多 FP— 

GA系统的比特流更新协议 ，以期提高协议的运行效率。 
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