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摘　要　图(Graph)在众多的科学领域和工程领域(如模式识别和计算机视觉)中具有广泛的应用,其具备强大的信息

表达能力.当图被用来表示物体结构时,衡量物体的相似程度将会被转化成计算两个图的相似度,这就是图匹配

(GraphMatching).近几十年来,对图匹配相关技术和算法的研究已经成为了研究领域内的一个重要课题,尤其是随

着大数据时代的来临,图作为数据之间关系的一种表示形式,将会受到越来越多的关注.文中对图匹配技术的发展现

状进行了综述,详细介绍了该技术的理论基础,梳理了解决图匹配问题的几种主流思路.最后,结合图匹配技术的一

种具体应用对几种算法的性能进行了对比分析.
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Abstract　Graphhasbeenappliedtomanyfieldsofscienceandtechnology,suchaspatternrecognitionandcomputerviＧ

sion,becauseofitspowerfulrepresentationofstructureandinformation．WhengraphisusedtorepresentobjectstrucＧ

ture,calculatingthesimilarityoftwoobjectsequalstocalculatingthesimilarityoftwographs．Theresearchofgraph

matchingalgorithmshasbeencarriedoutfordecades,especiallyasthebigdatatechnologyincreasinglybecomeshotreＧ

cently．Asarepresentationofrelationshipamongdata,graphhasbeenpaidmoreattentionintheresearch．Thispaper

gaveasurveyofthedevelopmentofthegraphmatchingtechnologyaswellasthefoundationofthistheory．Then,this

papermadeasummarizationofgraphmatchingmethods,andcomparedtheperformanceofseveralclassicalalgorithms．
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１　引言

图[１]是一种常见的具有强大表达力的数据结构,因此图

常被用来对数据关系进行展示以及对概念进行表示.在图的

实际应用中,节点(Node)通常用来表示物体,边(Edge)通常

用来表示物体之间的关系.图具有许多有趣的性质,如无论

如何对其节点进行旋转、移动,或者镜面对称,都不会改变图

中节点的性质以及相互之间的联系,即改变后的图与原来的

图仍然是同一个图.图的这种不变性,以及它对物体和物体

间关系的良好建模性,使得其在实际问题中具有广泛应用.

在计算机视觉[２Ｇ３]以及模式识别[４]中,物体的相似性是一个很

重要的研究课题,例如给定一个物体的数据模式以及一条查

询,从数据库中检索出一个或者多个与查询相似的物体便会

涉及物体的相似性计算.如果使用图来表示一个物体,那

么这个问题会被转化为图的相似度计算问题,也就是图匹

配问题.

图匹配 的 相 关 概 念 主 要 包 括 图 同 构 (GraphIsomorＧ

phism)、子图同构(SubgraphIsomorphism)和最大公共子图

(MaxcommonSubgraph)等[５Ｇ６,８].然而,实际应用中常常并

不能保证输入的图能够与数据库中的图完美匹配,因此亟需

一种错误容忍算法,即一种计算两个图的相似度的方法.

本文对近几十年来图匹配的相关研究进行了综述.第２
节对图匹配的基本概念进行了介绍;第３节总结了与图匹配

相关的理论基础;根据解决图匹配问题的几种思路,第４节研

究并对比分析了图匹配的几种算法;第５节对算法应用及性

能进行了介绍;最后总结全文并展望未来.



２　图匹配的基本概念

所谓图,是指一个数学结构(V,E,ψ),其中,V 是非空集,

E 是定义在V 上的二元关系集,ψ是E 到V×V 的函数.若ψ
(E)中的元素都是有序对,则(V,E,ψ)被称为有向图(DiＧ

graph),记为D＝(V(D),E(D),ψD);若ψ(E)中的元素都是

无序对,则(V,E,ψ)被称为无向图(UndirectedGraph),记为

G＝(V(G),E(G),ψG).

本文中研究的图包括有向图以及无向图,即所谓的关系

图和关系结构.这些图通常包含有限的节点和有限的边.一

般地,每个节点(有时也被称作顶点)和边都会有一个标签或

者属性.如果删除图g的一个顶点以及该顶点所附带的边,

则可以得到图g的一个子图,记作g′⊂g.图G与图H 的同

构是指,存在两个双射θ:V(D)→V(H)和φ:E(D)→E(H)

使得对∀a∈E(D),都满足 ΨD (a)＝(x,y)⇔ΨH (φ(a))＝
(θ(x),θ(y)).

图匹配中的另一个重要概念是最大公共子图.最大公共

子图是指图g与图g′之间所能重合的拥有最多节点的子图

g″.通常,两个图的最大公共子图并不是唯一的.

图同构有助于判定两个物体是否相同,因为图具有多种

不同的表示形式,而其属性却不会因其表示形式的不同而发

生改变.同样地,图同构技术可用于判断图所表示的物体是

否是另外一个物体的一部分,或者图所表示的物体是否存在

于多个物体的集合中.最大公共子图的概念可以用来衡量两

个图的相似程度,尽管两个图可能并不存在同构或者子图同

构.显然,两个图之间的最大公共子图越大,则两个图之间的

相似程度越高.

由于实际应用中环境噪声无处不在,因此使用图来表示

实际物体时难免会受到噪声的干扰.在图匹配过程中需要考

虑噪声的影响,以使匹配算法对噪声具有一定的容忍程度.

对于最大公共子图的匹配,一种较好的替代方法是使用图编

辑距离(GraphEditDistance)[８Ｇ９]来进行错误容忍的图匹配.

一般情况下,图的编辑操作(EditOperation)包括删除、插入

和替换.编辑操作不仅可以用于节点,还可以用于边.图g
与图g′之间的编辑距离是指将图g 转变成图g′需要的最少

的一系列编辑操作.显然,两个图之间的编辑距离越短,两个

图的相似程度就越高.这样对图进行的编辑操作,可以用于

修正两个图之间节点的匹配错误.

在实际应用中,一些编辑操作可能比其他的编辑操作更

重要,因此不同的操作对应的代价(Cost)也应不同.通常,高
频出现的编辑操作对应的代价应较小.比如,一次的节点替

换可以等价为一次的节点删除加上一次的节点增加,因此替

换操作的代价至少应该是删除与增加代价的和.通常使用代

价函数(CostFunction)来对每个不同的编辑操作代价进行定

量评价.如果给定了编辑操作的集合以及相应的代价函数,

就可以计算两个图的编辑距离,也就是通过最小代价的编辑

操作将一幅图g转化成另外一幅图g′所花费的代价.

事实上,图同构、子图同构以及最大公共子图检测都是在

特殊代价函数下的特殊形式的图编辑距离计算[１０].同样,也

可以将有向的权重图匹配看作一种特殊的图编辑距离形

式[１１Ｇ１３].图匹配算法以及图编辑距离的计算算法将在第４节

进行介绍,相关概念的详细介绍请参考文献[１４Ｇ１５].

３　理论基础

对于基于图编辑距离的图匹配技术与最大公共子图的关

系,目前已经有了大量的研究成果[８].本文认为,最大公共子

图与图编辑距离在特定的代价函数下是等价的.特别地,最
大公共子图g″与两图的编辑距离d(g,g′)具有如式(１)所示

的关系.

d(g,g′)＝|g|＋|g′|－２|g″| (１)

其中,|g|,|g′|,|g″|分别代表图g,g′,g″的节点个数.

因此,任何算法中求解最大公共子图的运算都可以被用

来计算图编辑距离;反之也成立,只要代价函数满足文献[８]

中给出的条件.

与上述结果相似,文献[１６]提出了一种新的计算图相似

度的方法δ(g,g′).该方法是基于最大公共子图的,如式(２)

所示.

δ(g,g′)＝１－
|mcs(g,g′)|

max(|g|,|g′|)
(２)

其中,mcs(g,g′)为图g与图g′的最大公共子图,与式(１)类

似,|g|和|g′|分别代表图g和图g′的节点个数.

文献[１０]更深入地研究了代价函数对图编辑距离的影

响,并得出结论:存在无穷多个不同的等效代价函数可以得到

一个相同的编辑操作序列,使得图g 转变成图g′.也就是

说,给定一个代价函数的编辑距离d(g,g′),其他可以得到相

同编辑距离的代价函数都是线性相关的.从实际应用角度

看,这个结论揭示了基于某个代价函数的任意图匹配算法将

可以应用到无穷多的其他代价函数上,只要这些代价函数属

于同一个等价类.

文献[１７]提出了两个图的最小公共父图的概念.图g′
与图g″的公共父图g 同时将图g′与图g″作为其子图.类似

于两个数的最小公倍数,最小公共父图指图g′与图g″的公共

父图中所含节点数最少的图.可以证明,最小公共父图的计

算等价于最大公共子图的计算.两个图的最小公共父图与它

们的图编辑距离存在类似于式(１)的关系[１７].最大公共子图

可被看作是两个图的交集,而最小公共父图可被看作是两个

图的并集.

４　图匹配算法

目前已有大量针对不同特征图的匹配算法,最经典的图

同构算法和子图同构算法由 Ullmann于１９７６年提出[５].最

大公共子图检测算法请参考文献[１８Ｇ２１],经典的错误容忍图

匹配算法请参考文献[２２Ｇ２７].这些算法基本都是特别版本

的A∗ 搜索过程,即通常都是进行树(Tree)的搜索,并采用了

某种启发式的回溯方法来减小搜索空间,从而提高了搜索速

度.目前,对图匹配问题的研究出现了两个分支:１)研究启发

式的搜索算法,求解一个近似的最优解;２)研究图的精确匹配

算法,采用各种回溯策略来尽可能地加速匹配过程.

４．１　图匹配的近似求解算法

图匹配问题是一个 NP问题,子图匹配问题更是一个 NP

８２ 计 算 机 科 学 　２０１８年



完全问题,即求解这类问题需要花费指数级的时间或者空间.

退而求其次,可以通过多项式时间的算法来求解一个近似的

最优解或者局部最优解.例如,文献[２８Ｇ３０]介绍了一种概率

松弛方法(ProbabilisticRelaxationSchemes).其他方法还有

基于神经网络的 Hopfield网络[３１]和 Kohonen图[３２].文献

[３３Ｇ３５]提出的基因算法,以及文献[３６]提出的基于最大流的

近似方法.然而,这些方法通常收敛于局部最优,无法找到全

局最优.

尽管这些近似的求解方法有时并不能得到一个全局的最

优解,但考虑到用时与解的性能,一个近似最优解在工程应用

中也可以被接受.尤其在许多实际问题中,常常无法使用精

确的求解算法来解决图之间的匹配,此时启发式的求解方法

为这类问题的求解提供了一种有效途径.

４．２　图匹配的精确求解算法

图的精确匹配算法往往需要指数级的时间和空间,但是

对于一些特殊的图或者特殊的应用场景,可以通过一些假定

的条件来快速实现精确匹配,大幅度减少算法所花费的时间.

一个经典的且至今仍被广泛应用的算法为 Ullmann提

出的基于邻接矩阵(AdjacencyMatrix)的树搜索算法.该算

法采用基于节点度的剪枝方法,大幅缩减了回溯的搜索空间,

从而增加了算法的速度.另一种经典的回溯算法由Schmidt
和Druffel[２７]提出,该算法将图表示为距离矩阵(DistanceMaＧ

trix),并通过距离矩阵中的信息对图中的点进行初步划分;同

时利用距离矩阵中的信息对搜索树进行剪枝操作,从而减少

不必要的匹配操作.这两种经典算法都是在１９８０年之前提

出的,均采用了对搜索树进行剪枝的思想来提高算法的执行

速度,这种思想被后续多种算法所采用.

VF算法是最近被提出的一种算法,它采用深度优先的

树搜索策略,并使用一系列高效的规则集合对搜索树进行剪

枝,剪枝的详细规则集合请参考文献[６].Cordella等[４６]提出

了一种 VF２算法,该算法是 VF算法的一个改进版本.在

VF算法的基础上,VF２算法首先在待匹配的图中找到一个

满足匹配条件的点集,然后判断新加入的点是否满足匹配条

件,如 果 满 足,则 寻 找 下 一 个 点,否 则 进 行 回 溯.Mckay
等[４７Ｇ４８]提出了将图转变成 CanonicalForm 的形式并进行匹

配的方法,该方法对某些种类的图具有相当快的速度.

以上几种算法的适用范围较广,因此其优化措施主要集

中于如何制定一个高效的剪枝和回溯策略.下面的几种算法

针对特定的应用场景进行了优化.

文献[４２Ｇ４３]提出了一个可以在图数据集合g１,g２,􀆺,gn

中搜索与给定模型g的编辑距离最小的图gi.本文中最基

本的假设是集合中的图并不是完全不相同的,即这些图具有

一定的相似性,并且考虑了每个图都具有一个共同子图或者

几个共同子图的特殊情况.因此,通过匹配共同的子图,可以

进行一定的简化,从而降低匹配的复杂度.

在文 献 [４２Ｇ４３]提 出 的 方 法 中,通 过 处 理 图 集 合 g１,

g２,􀆺,gn 生成一个符号数据结构,并称其为网络模型.该网

络模型是图集合的一种简化,其中多次出现的子图si 将只会

出现一次.这样,这些子图将会在输入图g的匹配中只被匹

配一次,从而提升了匹配算法的性能.更进一步,通过一个先

行的过程,可以使该算法的效率得到进一步提升.该先行过

程将会根据网络模型进行一定计算,并返回一个匹配代价的

精确预估值.在文献[４２,４５]中,相同的先行过程被应用于图

同构以及子图同构的检测算法中.

文献[４２,４４]介绍了一种更快速的图同构和子图同构的

算法,它通过一个加强的预处理过程将图集合转变成一个决

策树.在决策过程中,输入的图g将经过该决策树的分类与

筛选,得出所有与其存在同构的图.如果忽略预处理的时间,

则该图同构算法的计算复杂度是输入图中节点个数的二次函

数.特别地,该算法的计算复杂度独立于图集合中图的数量

以及集合中每个图所包含边的数量.但是,预处理过程中决

策树的大小与图集合中节点的个数呈指数关系,因此算法对

内存的消耗将会呈现指数级的增长.该算法可以处理最多包

含３０个图的图集合,而其中每个图的节点最多有１１个.

该决策树算法已经通过多种途径被扩展应用到了错误容

忍的图匹配算法中[４９].一种途径是在创造决策树时考虑错

误的纠正.对于每一个样本图,将其变形的副本全部添加到

决策树中,变形副本的个数取决于可容许错误的最大值.运

行时,用决策树来对输入图进行图同构检测.由以上介绍可

知,该过程的复杂度是输入图节点数的平方倍.然而,决策树

的大小是所要考虑节点的指数倍,因此该算法只能处理相对

较小的图.

另一种途径是错误的纠正仅在算法的执行过程中进行,

即图集合的决策树并不包含任何错误信息.因此,决策树的

编辑过程与原始的预处理过程完全一致.运行过程中会生成

一些输入图的变形副本,变形副本的数量与错误门限相关.

该算法的运行时间复杂度为 O(ϑn２(ϑ＋１)),其中n是输入图的

节点个数,ϑ是允许的最大编辑操作数.

对于带权重的图匹配问题,文献[１２,３７]提出了使用特征

值和线性编程的方法.树匹配问题是一种特殊的图匹配问

题,文献[３８Ｇ４１]对其进行了介绍.

从以上介绍可以看出,目前精确求解图匹配问题的研究

主要聚焦于高效地对搜索树进行剪枝,以减少回溯次数;其次

是对特定场景下的匹配算法进行优化,以减少重复匹配的次

数.然而,这些算法的提速通常是以大量消耗内存为代价的,

也就是通过以空间换取时间的途径来提高图匹配的速度.在

实际应用中,应结合实际情况,在算法的耗时和空间占用之间

做出一定的权衡.

４．３　算法分析与总结

４．２节介绍了各种图匹配的精确求解算法,这些算法针

对具体的应用场景进行了一定的优化,或者通过一定的搜索

策略来加快匹配的速度.下面选取其中具有普遍性的几种匹

配算法来进行性能对比和分析.

Foggia等[６４]在随机图上对５种不同的图同构算法进行

了性能测试.本文针对拥有不同节点数目的图进行了同构检

测,测试了 Ullmann算法[５]、SD算法[２７]、VF算法[６]、VF２算

法[４６]以及 Nauty算法[４８]的计算时间.图１给出了联通度为

０．０１时这５种算法的性能对比.
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图１　５种图匹配算法的对比

Fig．１　Comparisionoffivegraphmatchingalgorithms

可以看出,VF２算法和 Nauty算法比其他算法更优,且

VF２算法总是优于 VF算法;当图的节点数量小于７００时,

Ullmann算法优于SD 算法,但当节点数量大于７００时,UllＧ

mann算法已无法工作.更多详细的算法比较结果请参考文

献[６４].

５　应用

图匹配算法在学术领域得到了广泛的应用,最早被应用

于化学结构分析领域[５０],后来在基于事例的推理[５１Ｇ５２]、机器

学习[５３]、规划[５４]、语义网络[５５]、概念图[５６]以及计算机网络监

控[５７]领域陆续得到应用.在模式识别以及机器视觉领域,该

技术被用于识别图形符号和字母汉字[５８]等.

在这些领域的应用中所面临的问题都可以被转化为图查

询的操作.如果给定一个查询图的表示以及所要查询的图数

据库,那么图的查询操作便是一个图的匹配过程.目前已经

有大量的图匹配方法,而最大公共子图检测算法是联系一个

查询Q与数据库中一个图I 的桥梁.标准的最大公共子图

匹配算法是基于最大完全图[２０]以及树搜索算法[２１]的.

文献[６２]在一个真实的视频集合中对上述图匹配过程进

行了测试.数据集中每个视频的时长为４~２０s,包含１２~１９
个物体,可以转化为５９５６幅图.表１列出了几种算法的性能

对比,参与对比的算法有文献[４４]描述的决策树方法、UllＧ

mann的算法和A∗ 过程的子图同构检测算法,每次查询的图

包括４~１１个节点.从表１中可以看出,基于决策树的最大

公共子图检测算法的运行速度最快,但其空间复杂度也最高.

更深入的实验请参考文献[６３].

表１　不同图匹配算法的性能评估

Table１　Evaluationofdifferentgraphmatchingalgorithms

算法 均值 最小值 最大值 α
Ullmann ３９３．２ ２５２ ６０７ １１３．１
A∗Ｇbased ６１７．１ ３６２ ８６１ １７８．２
决策树 １６．６ ６ ２３ ６．５

６　总结

本文介绍了图匹配技术的研究进展.可以肯定,随着大

数据时代的到来,图匹配技术将会得到越来越广泛和深入的

研究,并在人工智能和模式识别等相关领域得到广泛应用.

目前已有大量的图匹配算法,按照研究思路可以将其分为基

于树搜索的精确匹配算法和启发式的近似求解算法.前者的

研究重点在于如何对搜索树进行高效的剪枝,以提高算法运

行速度.然而,目前绝大多数算法的加速策略都以增加内存

消耗为代价,即以空间换时间.启发式的近似求解算法虽然

能够给出一个近似最优解,但是其研究的问题通常是无法通

过精确匹配方法求解的.对于采用精确匹配时资源消耗大的

场景,采用启发式的方法得到一个近似最优解也是工程应用

中经常使用的.本文提及的图匹配算法都非常经典,且具有

一定的普遍性.

本文最后介绍了图匹配算法在视频处理中的一个应用实

例.将图匹配算法应用于一项特定的任务中需要解决两个关

键点:１)找到合适的图表示方法来表示问题;２)确定合适的错

误纠正方法,例如图编辑操作以及相应的代价函数.利用图

进行建模的过程中,图的节点和边可以代表任何的事物,与标

签无关,这样将会使得图具有相当的灵活性.图的编辑距离

计算仅包括了对边和节点的删除、插入和替换,因此它可以用

来对各种图进行建模.

结束语　目前,图匹配算法中仍存在许多开放性问题值

得深入研究,比如计算机视觉以及模式识别中的许多应用并

没有充分利用图的强大表现力.尽管图匹配问题是一个 NP
问题,但是对于特定的图,可以研究一些更加高效的匹配算

法.比如,文献[５９]针对某种特殊的图提出了一种多项式时

间复杂度的匹配算法;文献[６０Ｇ６１]研究了一种有序图的匹配

算法,并指出对于有序图,其同构问题可以在 O(mn)的时间

复杂度内来求解,其中m 和n 代表两个图的节点数量.这说

明对于特定的某类图,可以采用更加高效的算法来求解其同

构问题.在将来的工作中,寻找其他特定类别的图,并研究该

类别的图的高效匹配算法,将是一个有价值的研究方向,且会

在计算机视觉以及模式识别领域得到广泛应用.
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