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摘 要 马 尔科夫决策过程可以建模具有不确定性特征的复杂系统，而在进行模型分析时需要采用策略对不确定性 

进行处理。首先，研究不同策略下时空有界可达概率问题，给出不确定性解决策略的定义及分类方法。其次，在时间 

无关策略下，证明基于确定性选取动作和随机选取动作的时空有界可达概率的一致性，并且论证了时间依赖策略相对 

于时间无关策略具有更好的时空有界可达概率。最后结合实例简要阐述了结论的正确性。 
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Abstract Markov decision process can mode1 complex system with nondeterminism．Schedulers are required to resolve 

the nonderministic choices during model analysis．This paper introduced the time-and space-bounded reachability proba— 

bilities of markov decision process under different schedulers．Firstly，the formal definition and classification method of 

schedulers for nonderminism were proposed and then we proved that the reachability probabilities coindde for determini- 

stic and randomized schedulers under time-abstract．Also，it was proved that tim e-dependent scheduler generally induces 

probability bounds that exceed those of the corresponding time-abstract．At the end of paper，two cases were illustrated 

for describing the correctness of the conclusion． 
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1 引言 

大量的复杂系统都具有不确定性特征，这种固有的属性 

反映了系统的不同演变行为，可以用于刻画建模过程中其他 

方式不能表达的概念，比如调度自由、实现自由、外部环境未 

知、不完全信息L1]等。马尔科夫决策过程[2]用于刻画具有不 

确定性和概率选择的系统，并广泛应用于各个领域。对于此 

类系统 ，在评估的过程中，常把对特定属性的验证转换为对应 

的可达概率值的求解。由于系统的演变行为不但受模型结构 

本身的影响，而且与不确定性解决策略[3 息息相关，因此，对 

马尔科夫决策过程中不确定性解决策略进行归类并分析不同 

类型策略下系统可达概率值之间的关系，将有助于在实际的 

系统设计中采取更优化的方案。 

系统性能的可满足性与从给定的状态出发到达特定目标 

的可达概率值有关。为了验证系统的性能指标，很多学者研 

究了如何求解系统的可达概率值的问题。传统的连续时间 

Markov链需要求解其稳态和瞬态下的时间可达概率值 ]。 

采用具有回报信息的MarkOV回报链建模系统则需要求解其 

时间空间可达概率值[5]，但这两种建模方式都不能表达系统 

的不确定性。马尔科夫决策过程、交互式马尔科夫链[6]、马尔 

科夫博弈[8]均可用于具有不确定性属性系统的建模，对于这 

类系统来说，系统的可达概率最值与采取的不确定性解决策 

略相关。近年来，对具有不确定性特征系统的时间有界可达 

概率问题的研究受到了关注。文献E7-1对时间无关策略下时 

间可达概率最值进行了研究，指出对后续动作的确定性选取 

方式和随机选取方式具有相同的时间可达概率最值。文献 

[8]分析了连续时间随机博弈下的时间有界可达概率问题。 

文献[93通过求解交互式马尔科夫链下的时间有界可达概率， 

验证系统的性能属性。在文献[10]中，Neuhau~er采用离散 

化的方法求解时间相关策略下马尔科夫决策过程的时间可达 
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概率最值。文献[11]针对马尔科夫决策过程和连续时间马尔 

科夫博弈，分析了时间有界可达概率最值与最优化策略的关 

系并对策略的结构进行了研究。文献[12]采用基于均匀化的 

数值方法计算马尔科夫决策过程中时间相关策略下的时间可 

达概率值 。在这些文献中，忽略了评估系统的另一个重要属 

性参数——空间信息与不确定性策略的关系。然而，实际的 

性能分析过程中，除了要考虑时间因素是否满足，还要考虑系 

统的空间约束，比如成本、带宽、能耗等。文献[13]虽然分析 

了Markov过程系统的空间性能，但并没有讨论不确定性策 

略类型与时空可达概率值的关系。扩展空间因素的连续时间 

马尔科夫回报过程能够建模具有空间信息和不确定性信息的 

系统。因此，分析马尔科夫回报过程中不同不确定解决策略 

类型下的时间空间可达概率值之间的关系具有一定的意义。 

在文献[7]的基础上，本文给出连续时间Markov回报过程中 

时空可达概率最值与策略之间的关系并给予证明。 

本文第2节介绍连续时间Markov决策过程中不确定性 

解决策略的定义及分类；第 3节详细讨论在时间无关策略下 

采用后续动作的确定性选取和随机选取方式的时空可达概率 

之间的关系，随后论证相对于时间无关策略，采用时间相关策 

略具有更高的时空可达概率值 ；第 4节结合实例简要阐述定 

理的正确性；最后是结论。 

2 不确定性策略定义及分类 

定义 1 连续时间马尔科夫决策过程(Continue time 

markOV decision process，CTMDP)[ ]是一个四元组(S，Act， 

R， )，其中S和Act为非空有限状态集和动作集，R：s×Act 

×s—R≥。是三维转移率矩阵，vEDist(S)为初始分布函数。 

CTMDP C(S，Act，R， )中的有限路径为序列 7c一 

s1 ⋯ - ，对于任意的 ≤ ，有 Si E S，啦EAct，tl E 

R 。 为路径 的长度，表示为l I。 电]： 和占(7c，愚)： 

t 分别表示路径 上的第 k个状态和在k状态上的停 留时 
一

1 

间。令 △ =E 为路径 上的累计时间消耗。记 7c 一Sn 
= 0 

为路径 上的最后一个状态。Distr(S)，Distr(Act)为基于状 

态和动作上的概率分布。 

定义 2 设 M(S，Act，R，口)为 CTMDP，基于 CTMDP的 

策略是映射函数D：Path-~Distr(Act)，对于任意的7c∈Path， 

口∈Act(~ )，有 D(7c)(口)>O。 

直觉上，一个策略表示当前状态下，系统选择下一个动作 

所采取的准则，选择的准则可依赖于从初始状态到当前状态 

的路径片段上的历史信息和动作选取方式。历史信息包括状 

态信息、动作信息和时间信息。选取方式包括确定性选择和 

随机选取。下面根据策略的时间相关性和策略的确定性与否 

对CTMDP中的不确定性解决策略进行分类，给出每种类别 

的形式化定义其含义。 

对于时间无关性策略来说，系统选择下一个动作的准则 

与时间信息无关，主要包括以下几种类别： 

静态位置策略(Time abstract stationary position schedu— 

ler，TAsP)：对于确定性策略，有 D：S—A 。且 D(s)EAct 

(5)，随机策略则为 D：S--~Distr(Act)，且 D(s)(a)>O，aEAct 
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位置策略(Time abstract deterministic position schedu— 

let，TAP)：对于确定性策略，D：SXN—A以且D(5， )EAct 

(s)，随机策略则为 D：S×N-*-Distr(Act)，且 D(s)(口)>0， 

口EAct(s)。 

历史依赖策略(Time abstract history dependent deter— 

ministic scheduler，TAH)：对于确定性策略，D：(S×Act) × 

ct，且 D(s0 sl__! ⋯ )EA以(s)，随机策略则 

为 _D( __竺 s1-_竺 ⋯ 5 )(口)>O，aEA以(s)。 

定义 3 设 M一(S，Act，R， )为 CTMDP。Path 一S× 

(ActXR>~o×S) 是M 中长度为 的路径集；则 Path ( = 

U Path 为 M 中的有限路径集，Pn (M)=(S×Act× 
n∈ N 

R ) 为M 中无限路径集，Path( 一Path ( U Path~ 

(M)表示 M 中的所有路径。Path~ 一SX(Act×S) ，同理可 

定义 P0￡ 、PathS,、Pathos。 

对于时间依赖策略来说，动作的选取除了要考虑经过路 

径中的状态信息、动作信息外，还要考虑路径过程中所花费的 

时间信息。 

累计时间历史依赖策略 (Total time history dependent 

scheduler，TTH)：D：Path~ ×R≥o— D s (Act)。 

累计 时 间位置 策 略 (Total time positional scheduler， 

TTP)：D：S×R≥0-~Distr(Act) 

时间位置策略(Time positional scheduler，TP)：D：S× 

R -~Distr(Act)，其中R为最后一个迁移的延迟时间。 

根据以上的定义，下面给出两个策略相等的语义： 

定义 4 设 M 为 CTMDP，D为M 上的策略，若 ， E 

Path ( ，则有： 

DE AslP∈ 7c =7c =>D( )一D(丁c ) 

DE了、AP∞( 一7c ^l丁cl—l 1) D(7c)一D(7c ) 

DETAH~：*abs(n)一口 (Ⅱ )=>D(7c)一D(x ) 

D∈TTHP∞(口 (丁c)=abs(rc )̂ △( )=△(7c ))=>D(7c) 

一 D(丁c ) 

DE TTP々 (丁c 一 A△(7c)=ix(丁c ))= D(丁c)一D('【 ) 

DE了 =}(7c ：丌 A (，r，J 一1 J)一 (丌 ，J 7r 一1 j)) 

=>D(7c)一D(Ⅱ ) 

策略类型具有层级结构 ，不考虑参数 ，可以把一个位置 

策略视为静态位置策略，同样，除了长度信息，忽略路径上的 

其他信息 ，一个历史依赖策略就衍化成位置策略。确定性策 

略可以看成在每一状态中选择后续动作时，选择某个动作概 

率为1而其他动作的概率都为0的随机策略。 

3 时空可达概率性质 

定义5 连续时间马尔科夫回报决策过程(Continuous- 

time Markov reward decision process，CMRDP)是一个五元组 

(S，Act，R， ， ，其 中(S，Act，R， )为 CTMDP，p-S×A 一 

R；}o，为回报函数。 

定义 6 令 C：(S，Act，R， )为 CMRDP，G S，sE S且 

，rER≥0，则： 瓣 ：S×R≥0×R≥0一[O，1]：(s， ，r)一sup 

P ，。(◇ ： G)为策略 D下时间界z和空间界 r内到达 目标 



状态集 G的最大时空有界可达概率。其中，P D为测度空间 

(Paths， )上的概率测度。有关 CTMDP概率测度的概念 

可以参考文献[14]。 

定理 1 对 ClV~DP，G S，s∈S，且 2，r∈R u(。。}，若 

D6TAHD，D ∈TAHR，则有： 

sup P ，D(◇[ ：习G)=sup P ， ＼／vN_o．Eo,zr]]ur~， 

证明：设有CMRDP M，对于任意的TAHD策略D，有： 

，。(◇} G)一 P ，。(◇ 窍 G) 

其中标注≤ 表示至少在 步迁移之内到达 目标状态集 G。 

根据凸组合理论，则需证明对于给定的nEN，存在有限的 

TAHD策略族(Di)吲 (J 为指标集)，使得在 TAHR策略 

D 下 步迁移路径柱集上的测度P ， 为P ，Di(iEJ )的凸 

组合。下面用数学归纳法证明： 

令f ( s1 ⋯ )表示起点为 的时间路径 

上的柱集，则当 n=0时，P 表示为起点为 ，包含 0个变迁 

的路径片段上的测度 ，根据路径测度的定义，对于所有的策 

略，有 P 一1。 

假设当 =k时，存在有限的TAHD策略族(Di){∈J 和 

P ∈E0，1]且 P 一1，对于所有的路径上的柱集 c：cyl(so 
zc Jn 

s ⋯ &)，有 ： 

P ∥(C)=∑P ·P呓D(C) (1) 

下面证明n=k+1，上式成立。 

首先求解 TAHD和TAHR之间的关系。令 F为经过 

+1变迁后的有限TAHD策略集： 

f：(S×Act) × 一A以，则有 -厂( 一s)∈Act(s)。对于 

fe F，令 us：(SXAct) ×s-~Dist(Act)为： 

f1． (丁r)一口 

u／ 10． thenJl，ise 
接下来利用 uf构造 +1步变迁后的TAHR策略叩，由 

的定义 ：(SXAct) ×s--~Dist(Act)，将 构造为f函数 

的有限凸组合： 

，‘uf，∑q， 1且 0≤q，≤1 

q，的求解过程如下： 

选择 厂l EF且对于所有的 7l-及 a，有 ，1(7c)一a和 (7c) 

(口)>0，令 

qfl=rain{ Ⅱ)(̂ ( ))i ∈(SXAct) ×S} 

f17(7c)(口)一叽 ， 当 厂1( )一a 
( )(a)一《 【

力(Ⅱ)(a)， 其他 

接下来选择 _厂2∈F且对于所有的 n及 a，有 -厂2( )=a和 

2( )(口)>0，令％ =min{rp(Ⅱ)( (7c))『 ∈(SXAct) × 

S) 

f叩( )(口)一％，当-厂2(Ⅱ)一 { 
( 其他 l (7c)(a)， 其他 

重复上述过程直至对于所有的n和a，都有 功(7c)(a)= 

0。考虑函数刁，即r／(n)(a)=D ( )(a)，令 q，为如上所求，则 

对于所有 n6(S×Act) ×S，有 ： 

D ( )一 E9，·us( ，·) 
∈ 

令柱集 C=cyl( ⋯ 5 + )，其中I为任意 

的时间区间，同样令 C，一。 (勘 s ⋯ 翌兰 )， 

则 ： 

P ．∥(C)一P ， ( )·D (7[)( )·P(s ，Oln，L，Sn+1) 

= ∑ ’P 。(C，) ，‘ ，( )·P( 

，L，Sn+1) 

({，D
∑
6Jnx 

’ P ，。(c )’us(x, )·P( ， 

，L，Sn+1) 

一  

吾 P ，。(c) 
因此当 一忌+1时，有式(1)成立，根据凸组合理论，命题得 

证 。 

定理 2 对 CMRDP，G S，s∈S，且 z，rER≥}ou{ )，令 

THD为添加了时间因素的TAHD策略，则有： 

。
堇 P毪。(◇ 习G)≥。 。P ，。(◇} G) 

证明：令 L={xElip(s)·z∈K}，I=Eo， ]，K=[0，r]， 

则 

P~(Oko)： 
．R( ， )．e-‰ z． ( i x h J。 ( ， )·阢 ( 一 

G) 

不失一般性，任意选取结点 S ，s 为从始点 S到目标结点 

集G路径上的一点，且 Act(s )>1，假设从 s到s 所花的时间 

为￡ ：k善-I ， (￡ )=k善--110(s )·ti下面证明在点 ，，采用THD 

策略时到达G的概率大于TAHD策略的到达概率。设由s 

到 的概率为f(t )，Act(s )={a1，口z，⋯ }，对于 TAHD策 

略，有 D (s ， )=啦，i=1⋯ 。 

PI~v,Di(◇ = ， ， )．e 

P (◇Kl--～／ --( x，)一 ，)． G)dx 

令 G( )一P ，Di(◇女G)，因此有 

sup P ，D(◇ G)一sup P (◇ G) 
D6T~ -ID ‘ 

在时间区间[O，l--t ]内，设函数G( )之间存在交点t1， 

t ，⋯， ，当DETHD时，对于每个时间段￡卜1≤I--t <岛，取 

P ，D(◇ ： G)=sup P ， (◇ G) 
D∈ l忉  ‘ 

因此，在整个时间区间Fo，I-t ]，均有 ： 

。
s1‰P ，。( ：习G)≥ P ，。( 爿G) 

4 实例 

下面分别就定理 1和定理 2给出一个简单的例子。针对 

定理 l，简要描述如何确定 TAHD策略族凸组合的权系数 

口，o 

例 1 设有路径 ， ， =I l—n+1，Act(a )={a，J9， 

，A以( +)一{ ， )，若有HR策略D { ( )(口) 音， 

( ( 一丢，．￡￡( )(∞=詈， ( )(a)=詈，pt(a')(y)=詈}， 
则构造系数q，： 

(1)选取 A( 一厂1( ) 口，令 rnjn( ( )(口))=rain 

3，了3 一 1
，因此 ( )(口)=o，孕(d，)(a)= ，其余 j71 

(。)(’)一叩(·)(。)。 
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(2)选取 厂2( ， ( ) a，％ =min(r~(“)(a))一rnjn 

百1
， )一 ，因此孕( )( =去，孕( ，)(a)一0，rp(·)(·) 

一171(·)(’)。 

依次类推，最后得％一{志If3(a) 卢，．厂3( ) ’，}，qy4 

{了1 I厂4( 一 ，-厂4( )一y}。由定理 1，任选D 下的任一策略 

( )( ，有D ( )( 一 ，’ ( ， ，以上计算结果：善口， 
。 ( ， ‘ (d， +％ ’ ( ， + ( ， 

+q，4· ( ， =专·0+ ·1+击·1+吉·1一百3，与 
HR策略中的假设值相等。 

例 2 设有 CMRDP，如图 l所示，初始点 = so]，目标 

结点G=Is3]，Act={口，口， ， )。不失一般性，假设D(so，O)= 

{a卜 1)，选取 s 分析，设在 停 留的时间为 to，令 =z-- 

to，n=r--p(so)·to，L1={ l∈11 fp(sa)·XlffKI}，其中 J1 

一 [0， ]，K1=[0，n]，则在L1内通过不同的Act {口， ， } 

由 s 到 。的概 率分别 为：Pd(z)= I e-rsupL 如
， 

(z) ． 1 

： fsup (3e 1． e-t2 dt2)d (z)：fsup (8e 

．专fs up 2e-Ztz dt )dt ，其中L。={z ∈J I P( )． ∈ 
Kz)，I2一[o， ]，Kz：[O，r23 ~z--to--tl，r2=r--p(s0)· 

to—p(s )·tl，s 分别为s3，轧。设 L 和Lz都是非空集合，则 

(z)=1--e-x, (z)= 1
一 号e-2X+百1 ， (z)=1+ 

—  

1 c- a~ 3 
e～

。 因此，当z= 一如取不同值时，到达 的时 

空可达概率如图2所示。由图可知，当 =z-to<￡ 时，取 D 

( to)一{口卜1}，tl<~z--toKtz时，取 D(s1，to)：{ 1)，t2≤ 

z一 时。取 D( ，to)={y 1)，则P (◇iG)的概率最大。 

O45 
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蚌 o3 

塔 0．25 
02 

∞ 

0 

图 I CIVlRDP模型 

图 2 在z--t0时间内时空可达概率 

结束语 马尔科夫决策过程可用于复杂系统的建模。系 

统的演变行为不但与模型结构有关，而且受到不确定性解决 

策略的影响。本文给出了马氏决策过程不确定性解决策略的 
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形式化定义，给出了判别相等策略的方法。由前述可知，在时 

间无关条件下，从初始结点到目标结点集，对后续动作的随机 

选取和确定性选取具有相同的时空有界可达概率，考虑了时 

间因素的时间相关策略比时间无关策略更加灵活，并具有更 

大的时空有界可达概率。由于时间相关策略的优越性，进一 

步的工作主要研究在具体的时间策略下如何求解时空有界可 

达概率的值，同时对于给定的系统属性，给出模型验证的方 

法 。 
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