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满足严格雪崩准则相关免疫函数的代数免疫阶 
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摘 要 以布尔函数的导数和 自定义的 导数为研究工具，讨论满足严格 雪崩准则、具有相关免疫性、重量为 2 + 

2 的 H 布尔函数的代数免疫问题。得 出这类函数奇数( ≥17)元、偶数( ≥16)元的最优代数免疫函数及其构造方 

法，给出了代数免疫阶AI(_厂)≥8的12元代数免疫函数的构造方法；还给出了零化子及最低代数次数零化子的求法及 

其与布尔函数的导数的关系等结果。 
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Abstrdct Using the derivative of Boolean functions and custom e-derivative as a research tool。we discussed the issue of 

algebraic immunity of H Boolean function with correlation immunity and weight of 2 2 一 which meets the strict 

avalanche criterion．We got the optimal algebraic immunity function and its construction method of these{unctions with 

odd(n~ 17)variables and even(n≥ 16)variables and gave the construction method of algebraic immunity function with n 

variables that the algebraic immunity order is AI( ≥8，also gave the method of solving the annihilator and the mini— 

mum algebraic degree annihilators and the derivative relations of an nihilator and the Bo olean function．The derivative of 

the Bo olean function and the e-derivative defined with derivative can directly and explicitly depict the weight of the 

Boolean functions as research tools，in-depth to the internal structure of the value of the Boolean function． 
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1 引言 2 预备知识和一些基本定理 

弹性函数的代数免疫阶、弹性函数的最优代数免疫函数 

构造，是当前正在认真研究的问题。近来文献Eli给出偶数元 
一 阶弹性最优代数免疫函数的构造；文献[2]运用计算机搜 

索，给出了2个 1O元二阶弹性函数。而奇数元弹性最优代数 

免疫函数问题的解决多年未见进展，近来文献[1]给出1个 5 

元一阶弹性最优代数免疫函数的例子。因此，需要对弹性函 

数的代数免疫问题进行进一步研究，以给出更进一步的新的 

结果。而解决满足严格雪崩准则相关免疫函数的更高维的奇 

数元最优代数免疫函数构造问题，将为奇数元最优代数免疫 

弹性函数的构造问题得出更好的结果打下基础。 

下面将对 Hamming重量2 4-2 的相关免疫 H布尔 

函数的奇数元和偶数元的最优代数免疫函数的构造、代数免 

疫阶、最低代数次数零化子的求法等问题进行讨论。 

布尔函数的导数是人们所熟知的 。这里给出布尔函 

数的 导数的定义[7 。 

定义 1 元布尔函数，(z)对变元 Xi ，X 2，⋯，西 (1≤ 

,--<12，1≤ 1< <⋯< ≤ )的 导数定义为 

ef(x)／e(xa，⋯，z ) f(xl，⋯，Xil，⋯， ，⋯， )f 

( ．．， ¨ ⋯，．27̈ ⋯，X ，西+ 一，37n)(1≤r≤ 

72，1≤ l< i2< ⋯< ≤ ) (1) 

式中，_厂(z)对单个变元 Xi( 一1，2，⋯， )的 导数，经简单推 

导，有如下便于使用的形式： 

ef(x)／髓 —f(xl，⋯，Xi一1，1，XI+I，⋯，Xn)f(xl，⋯， 

一 l，0，麓+l，⋯ ，Xn)( 一1，2，⋯ ， ) (2) 

为便于使用布尔函数的导数和 导数展开讨论，本文对 

两个 元布尔函数fi(z)和_厂2(z)的级联函数作如下定义。 
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定义2 两个 元布尔函数f ( )和-厂2(z)的 +1元级 

联函数．厂(z)定义为 

_厂(z)：(1+xo)̂ (z)+33o_厂2(z) (3) 

元 H布尔函数按重量的定义[3]和导数的重量定义是 

等价的，于是有定理 1。 

定理 1 3元布尔函数l厂(z)是 H布尔函数，当且仅当对 

一 切 xi( 一1，2，⋯， )，有 

戳̂ (d厂(z)／dxi)一2 一 ( 一1，2，⋯， ) (4) 

由导数、 导数的定义即可直接得出用导数 、 导数表示 

函数 ，( )的表示式及函数重量的表示，如定理 2。 

定理 2 对任意 元布尔函数 ，( )，有 

厂( )一_厂( )df(x)／dxl+ _厂(z)exi( 一1，2，⋯， ) 

wt(_厂(z))一2 wt(d厂( )／&c1)+wt(P厂(z)／％ )( 一1， 

2，⋯， ) (5) 

由定理 1、定理 2即可得到定理 3。 

定理 3 (1) 元布尔函数是 Hamming重量为 2 + 

2 的 H布尔函数的充要条件是 

wt(d_厂(z)／dx )一2 且 wt(P厂(z)exf)一2 ( 一1，2， 

⋯

， ) (6) 

(2) 元布尔函数 ．厂( )是 Hamming重量为 2 的 H布 

尔函数的充要条件是 

wt(df(x)／dxf)一2 且 wt(es(z)／髓 )一O( =1，2，⋯， 

) (7) 

3 Hamming重量2 +2 的H布尔函数的构造 

对 wt(厂(z))一2 +2 的 H布尔函数，根据定理 3，有 

wt(d_厂(1z)／ )一2 和 (ef(x)／ex )一2 ，故线性函数 

h (z)：∑丑和常数函数hz(z)一1的级联函数 _厂(z)一(1+ 

z1) 1(z)4-xlh2( )有 wt(df(x)／dxf)一wt(14-x1)一2 一 ， 

wt 厂(z)／P五)一wt(z1)一2 ( — ，n--1，⋯，2)。wt(df 

(z)／dx1)一 ( 1(z)4-h2( ))一wt(∑麓4-1)=2 ，wt(el 

(z)／ex1)一wt(̂2(z)h1(z))一wt( (z))=2 ，故有定理 

4。 

定理 4 3--1维布尔函数 h1(zz，z3，⋯，z )= ∑xi，h2 

( 2， ”，z )一1的 维级联函数 

厂(z)一 (14-x1)̂1(z2，．z3，⋯ ，Xn)4-Xlh2(x2，323，⋯ ，x ) 

(8) 

是重量为 2 +2 。的 H布尔函数。 

于是由定理 4可知，由二元函数 go 一 一 4-x (或 14- 

z 一 + )与go 一1经 一2次逐步级联成的 元布尔函数是 

重量为 2 4-2 。的 H布尔函数。 

将_厂(-z)=(1+ 一2)go1+ 一2g02中的值按 wt(df(z)／ 

)=2 ，wt(ef(x)／ex )一2 的要求进行所有可能的排列， 

在所有可能的f2 C5+c c；=14种排列中，能满足 砌(df(x)／ 

&c1)---2 ，wt 厂(z)／ ：)=2。i=n--1， 一2)要求的二元函 

数除gol、g02外，还有 g11—32 一l 4-z +岛一1lz 和g：2—14- 

一

1 及 g21一l+x⋯4-x 1Xn和g22—14-X 一1十 一1lz 。可 

知定理 4中的级联函数也是由go 和 goz逐步级联构成的。由 

go1和 go2、g21、g22、g11、g：2进行满足定理 3要求的级联构成 3,1 

元函数，总共有 c2 一 cj+c 一 (ci+ci+c：)个，是指数级的函 
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数，数量是很大的，这就是所有 Hamming重量为 2 4-2 

的 H布尔函数的数量。 

4 最优代数免疫的相关免疫 H布尔函数 

若 嘶( =rye0，设 g(1+ 一O且 g≠O，即 g也是 _厂的 

零化子。故知 g必是与 _厂有 1个 1值，或 2个 1值，⋯，或r一1 

个 1值，或r个1值取值相同，其余值为0的 维函数。为方 

便考虑，不妨称 g为 厂的子函数。于是，可把 _厂的子函数分 

别记为g ，gz，⋯，g，，以对应 毋 与 _厂的 i个 1值取值相同。 

可知，子函数一定是零化子，但零化子不全是子函数。 

定理 5 对 wt(厂(z))一2 +2 的 H布尔函数 _厂(z) 

(简记为 L厂)，设 g(z)(简记为 g)是 ，的子函数，且有 _厂一g+ 

，hg=O。若g是线性函数，则对一切i=1，2，⋯， ，有 

wt(dh／ )一2 (9) 

证明：因g是线性函数，则 

d
—

g
dxl一{0 ： 辜 ㈣， l， 当g中不含z 项 
又因 ，( )是 H布尔函数，厂一g+ ，gh一0，故必有 

wt(df／dzc1)一wt(dg／dx1)4-wt(dh／dx1)一2w,(dg／ 

dxldh／dx1)一2 ( 一1，2，⋯， ) (11) 

故由式(1O)、式(11)知，对一切 一1，2，⋯， ，都有式(9) 

成立。 

定理5告诉我们，对重量为2 +2 的H布尔函数 ，， 

当 ，有线性子函数时，厂的线性子函数(线性零化子)要在 

df／d~ 和 ef／ex 中同时取值 ，否则就取不到线性子函数(线 

性零化子)，这就为求 厂可能具有的线性零化子给出了方向。 

由于定理 5的条件是必要条件，因此 -厂中不一定就有线性子 

函数(线性零化子)，这就为寻找代数免疫阶较高的 ，提供了 

理论依据。 

推论 1 在定理 5的条件中，若 g还含有变量 ，则 

／dx 一14-df／dx (12) 

例 1 ．厂(Iz)一(z 14-Xn)4- ∑丑4-X 1∑Xi+z ∑．7C ， 

则，(z)有线性子函数(线性零化子)g一．z 一 +岛。 

定理 6 设 -厂1( )和 _厂2(z)是两个 元布尔函数，有 deg 

^(1z)一m1，deg_厂2(z)一讹 ，级联函数为 

厂( )一(14- o) (z)4-xo_厂2(z) (13) 

(1)若 ml≠TY／2，则 deg_厂( )一max(仇1，m2)4-1。 

(2)若 m1=耽 = ： 

① 又若 -厂1( )一厂2(z)，或 _厂1( )4-_厂2( )一1，则 deg 

_厂(z)一m； 

② 而若 厂1(z)≠，2(z)，_厂1( )4-_厂2( )≠1，且 ^(z)的 

最高次项≠，2(z)的最高次项 ，则 deg厂(z)= +1； 

定理 6是明显的，不再证明。 

推论2 若h1(z)≠h2( )≠h3(z)，h1(z)≠14-h2(z)， 

h2(z)≠14-h3(z)，deg 1̂( )一m1，deg h2( )一m2，deg h3(z) 

一纳 ，m >舰 一m3，但 h：(z)的最高次项≠h。(z)的最高次 

项，则对级联函数 

^( )一(14-z +1)((14-z ) l( )4-x{h2(z))4- 

xi+1((14-3ci)̂ 2(z)4-xih3(z)) 

(z)=(14-xi+1)((14-x ) 1(z)4-xih z(z))4- 

i十1((14-x )̂ 2( )+z h1( )) (14) 

必有 deg^(z)=m1+2，deg_厂2( )一m24-l=m34-1。 



 

推论 2的证明很简单 ，不再证明。定理 6和推论 2虽然 

简单，但对下面构造具有较高的代数免疫阶的相关免疫 H布 

尔函数却起着基础性的重要作用。 

因要寻找的代数免疫函数还要求具有相关免疫性，故先 

给出一个级联函数的相关免疫性的定理。 

定理 7 若 元函数 f(3c)是由 2个 n一1元函数 _厂1(z)、 

f2( )级联构成，即 

，( )一(14-Xo)，】( )+z0 (z) (15) 

则f(sc)是k阶相关免疫函数的充要条件是：对一切1≤c 是， 

∞∈GF(2)， ∈GF(2) ， 

(厂1( )+cox)4-7AJt(，2(z)+c )一2 (16) 

证明：经推导，有 

(，( )+( )一 ((1+x0)_厂l( )+Xo_厂2(z)+( +c 

+6￡日：) 

一  ((1+320)fl(z)+ +( 0_厂2( )+ 

6 )4-cuz) 

一  (-厂1(z)+cox)+wt(厂2Co)+c￡̂z)一 

(oxc) (17) 

因 'LOt(cox)=2 ，故由式(17)、式(16)知， (_厂(z)+ ) 

一2 ，当且仅当 

"LOt(-厂1(z)+cox)+wt(厂2(z)+础 )=2 

即定理结论成立 。 

下面用构造性的方法来证明在 Hamming重量为 2一 + 

2一。的相关免疫 元 H布尔函数中，存在 ≥16元(偶数元) 

和 ≥17元(奇数元)的最优代数免疫函数，以及{，( )}中的 

相关免疫 H布尔函数的最高代数免疫阶AI(_厂)≥8。 

定理 8 在 Hamming重量为 2 +2 。的相关免疫 H 

布尔函数{_厂( )}中，存在 ≥16元(偶数元)和 ≥17元(奇数 

元)的相关免疫的最优代数免疫 H布尔函数，{，( )}中的相 

关免疫 H布尔函数的最高代数免疫阶max AI( ≥8。 

证明：在第 3节中已证明 Hamming重量为 2一 +2 的 

H布尔函数只能由go1一 一1+ ，go2—1，g21=1+z + 一1 

，g22—1+ 一l+岛一1 级联构成，或 g1l一 一1+ +岛一1 

Xn，gl2—1+ 与 g z1，gz2级联构成。又根据定理 6知， 

需要在级联时保证每一参与级联的函数的零化子都与其它参 

与级联的函数不同，以使各级联函数的零化子也不同。于是 

可得 5元 H布尔函数如下。 

，1一(1+ ～4)((1+ 3)((1+ 一2)go1+z 一2 g21)+ 

z 一3((1+z 一2)gzl+2Cn一2goz))+z 一4((1+Xn一3) 

((1+ 一z)g21+Xn一2gzz)十JCn一3((1+Xn一2)goz+ 

一 2go1)) 

_厂2=(1+ 一4)((1+ 一3)((1+Xn一2)gzl+z 2gzz)4- 

一 3((1+Xn 2)gzz+2Cn 2gz1))+Xn一4((1+ 3) 

((1+3On一2)g2z+Xn一2g21)+Xn一3((1+ z 一2)g21+ 

,TCn一2g22)) 

一 (1+ 一4)((1+ 一3)((1+EC 一2)gz2+z 一2gz1)+ 

一 3((1+．TCn一2)g21+ 一2g2z))+Xn一4((1+ 一3) 

((1+ 一2)gzt+ 一2gzz)+Xn一3((1+Xn 2)g22 4- 

Xn一2gz1)) (18) 

式中，厂l，厂2，-厂3分别有最低代数次数的零化子g 一 ∑ Xi+ 
l=  一 4 

一 4 一2， = =1+Xn一】+Xn。 

又由于要使这些 5元函数经级联构成更多元的级联函数 

是相关免疫函数，则根据定理6和推论2构造如下_厂4。 

-厂4一(1+矗一4)((1+z，r 3)((1+ z)go2+z 一2g2z)+ 

3((1+Xn一2)g22+Xn一2go1))+Xn一4((1+ z ～3) 

((1+ 2)go1+ 一2goz)+Xn一3((1+Xn一2)gzl+ 

z 2g2z)) (19) 

有最低代数次数的零化子 g 一 ∑ 五+ 一 一z。 

由于 

( ／azr)一2 ( =l，2，3，4；r一 ， 一1， 一2， 一3， 
一

4) (2O) 

因此由定理 1知， ( 一1，2，3，4)均为 H布尔函数。又由于 

( ／e：cr)一2 一l( 一1，2，3，4；r一 ， 一1， 一2，，z一3， 

～

4；，z一5) (21) 

因此由定理 3知， (i一1，2，3，4)重量均为 2 +2 ( = 

5)。 

由于 

"f-~t( + ) 2 ～ (i--2，3；r一 ， 一1， 一2， 一3， 一4； 

，z一5) (22) 

因此 ，2和 -厂3是相关免疫函数。故 厂2和 _厂3的级联函数是相 

关免疫函数。又由于 

wt( +Xr)+ (，4+z )一2 (r一 ， 一1， 一2， 一3， 

一

4； ：5) (23) 

因此由定理 7知，，1和 ^ 级联构成的级联函数是相关免疫 

函数。 

根据定理6、推论2，再构造 5元 H布尔函数 -厂5如下。 

，5一(1+z 一4)((1+z 一3)((1+ 一2)g22+z 一2go2)+ 

Xn一3((1+3On一2)go1+Xn一2gzz))+Xn一4((1+Xn 3) 

((1+ 一2)go2+ 一2 go1)+Xn一3((1+ 一2)g22+ 

z 2gz1) (24) 

同样，有 

(dfs／d蕊)一2 ， ( ／％ )：2 ( = ， 一1，n-- 

2， 一3， 一4； =5) (25) 

故 -厂5是重量为 2 +2 ( 一5)的 H布尔函数 。又 

(厂】+麓)+ (厂5+z )-=-2 ( 一 ， 一l， 一2， 一3， 

～ 4； 一5) (26) 

因此由定理7知，-厂l和_厂5的级联函数是相关免疫函数。 

作级联函数 

Fl=(1+ 8)((1+Xn 7)((1+Xn一6)((1+ 一5)-厂1+ 

岛一5_厂4)+Xn 6((1+z 一5) + 一5 ))+Xn 7((1 

+Xn一6)((1+ 一5)-厂5+Xn一5-厂1))+Xn一6((1+Xn一5) 

厂1+ 一5，2)))+z 一8((1+Xn 7)((1+Xn一6)((1+ 

Xn一5)厂4+Xn一5 )+岛一6((1+Xn一5) +Xn一5_厂2)) 

+ 一7((1+Xn一6)((1+Xn一5)，1+Xn一5_厂4)+ 6 

((1+Xn一5)l厂5+ 一5_厂1))) 

Fz一(1+．51~n一8)((1+bZ；n一7)((1+Xn一6)((1+Xn一5)̂ + 

z 一5-厂4)+ 一6((1+Xn一5)厂4+z 一5-厂5))+Xn一7((1 

+ 一6)((1+Xn一5)，5+Xn一5̂ ))+Xn一6((1+ 一5) 

厂1+ 一5，4)))+ 一8(1+ 一7)((1+Xn一6)((1+ 

Xn一5)厂2+ 5-厂1)+ 一6((1+磊一5) + 一5_厂4)) 

+ 一7((1+ 一6)((1+ 一5)_厂1+Xn一5，2)+Xn一6 

((1+ 5)厂2+ 一5_厂】))) 
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F3=(1+ 一8)((1+Xn一7)((1+ 一6)((1+z 一5)-厂2+ 

33 一5-厂3)+ 一6((1+ 一5) +Xn一5_厂4))+ 7((1 

+z 一6)((1+Xn一5)_厂1+Xn一5̂ ))+z 6((1+z 5) 

_厂2+z 一5-厂3)))+Xn一8((1+Xn 7)((1+Xn一6)((1+ 

Xn一5)_厂3+ 一5厂2)+Xn一6((1+岛一5) +Xn 5厂3)) 

+z 7((1+X 一6)((1+X 一5)厂2+Xn一5，3)+32 6 

((1+z 一5)_厂l+z 一5 ))) (27) 

由于 

wt(aVr／aX )一2 一 ( 一9；r一1，2，3； — ，n--1，⋯， 一 

8) (28) 

因此 (r一1，2，3)均为 H布尔函数，且因 ( 一1，2，3，4，5) 

均为 2 +2 ( =6)重量，故 Fr(r一1，2，3)也是 2 + 

2 ( =9)重量。又由于㈣ 

wt(xiF，dFJdx~)一2 一，wt(xleF，／ex )一2 

( 一9；r一1，2，3；s， —n， 一1，⋯， 一8，s≠ ) (29) 

因此由定理 2及相关免疫定义知，Fr(r一1，2，3)均为相关免 

疫函数。 

作级联函数 

P1( )一(1+Xn一9)Fl+x 9F3=F1+33n 9(F1+F3) 

P2(z)：(1+x 一9))F3+Xn 9F1一F3+x 9(F1+F3) 

(30) 

可求得厂l，，2， ，-厂4， 分别有最低代数次数的子函数 

(零化子)，分别为 

g1一 4+ 一3+ 2+Xn一1+z + 4 2 

g2一 一l+x 一l+ (31) 

g4=g5一 3+ 一2+z 1+ + n一4 一2 

于是根据定理6、推论 2及式(31)，可求得P 的最低代 

数次数的零化子的最高代数次数的项为 一sXn一 Xn—sz— 

Xn一2， "一9Xn 7zn一6Xn一4zn一2，X 9Xn一8Xn一5zn一4Xn一2，为 5次， 

即 P 的代数免疫阶为 AI(P )一5。求得 Pz的最低代数次 

数的零化子的最高代数次数的项为 Xn s z Xn—s z— Xn—z， 

矗 9 ～7 一6 4 一2，Xn一9 n一8Xn 5Xn一433n一2，为 5次，即 Pz 

的代数免疫阶为AI(Pz)=5。再作级联函数 

rl—F1+Xn一9(F1+F3)+ Xn一1o(Fl+F3)+ 

xn--lO 9(0) 

rz—F3+x 9(F3+F1)+ Xn lo(F3+F1)+ 

一 10岛一9(O) 

hl—F1+Xn一9(F1+F3)+Xn一1o(F1+F3)+33n一1o 一9(0) 

+ 11(F1+ )+Xn nXn一9(0)+ 一】] 一】o(0)+ 

33n一1133n 1o 一9(O) 

h2一F3+Sgn一9(F3+F1)+33n一1o(F3+Fi)+Xn 10 (0) 

+z 一11(F3+Fi)+Xn一11X 一9(0)+33 一l13Sn 1o(O)+ 

33n 11zn--lO33 一9(O) (32) 

由定理 6、推论 2及式(32)可知 ，Ar(r1)=AI(rz)一AI 

(h1)=AI(h2)一5。又 P ，P2是 =10元(偶数元)布尔函 

数，rl，rz是72=11元(奇数元)布尔函数，故 Pi，Pz，rl，r2是 

最优代数免疫函数。同式(28)、式(29)的证明相仿，P ，Pz， 

rl，r2(还包括h1，h2)都是 Hamming重量2 十2 。的、具有 

相关免疫性的 H布尔函数。 

从 n，r2，h ，h。的级联结果可知，用归纳法证明，由 ， 

。进一步作l,l元级联函数，可得到 元的代数免疫阶为AI 

(厂( ))：5的代数免疫函数 ，(z)。而与式(28)、式(29)的证 
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明相仿，f(33)是 Hamming重量2 +2 。的、具有相关免疫 

性的 H布尔函数。 

根据定理 6及推论 2，加人 F2与 F 和 一起级联可以 

提高代数免疫阶数。于是由F ，F2，F3构造 

Sl=(1+33n一11)((1+z 一10)((1+ 一9)F1+Xn一9 )+ 

33n一10((1+z 一9)F3+ 一9F2))+x 一l1((1+ 一l0) 

((1+33n 9)F3+Xn一9 Fz)+ z l0((1+33n一9)F2+ 

9F3)) 

S2一(1+z 一l1)((1+Xn一1o)((1+33n一9)F3+z 一9F2)+ 

33n—lo((1+Xn一9)Fz+z 一。F3))+Xn 11((1+ 一10) 

((1+X 一9)F2+ 33．一9 R )+Xn一1o((1+z 一9)F3+ 

一

9F2)) (33) 

对 S 和 Sz作级联函数 

f(33)一(1+Xn—l5)((1+3Sn l4)((1+Xn一13)S1+33,1—13Sz) 

+ 14((1+33n一13)S2+Xn—l3S1))+33n一15((1+ 

z 一14)((1+ 一13)S2+z 一l3 S1)—卜 一14((1+ 

Xn 13)S1+z 一13S2)) 

g( )一(1+Xn 16)((1+33n一15)((1+z 一14)((1+z 一13) 

S1+ 一13SZ)+SEn 14((1+33n一13)Sz+33n一13Si)) 

+33n一15((1+32n—l4)((1+Xn一13)S2+33n一13S1)+ 

z 一l4((1+ Xn一13)S1+z 一13 Sz)))+x 一16((1+ 

z 一15)((1+ 一14)((1+z 13)S2+z 一13S1)+ 

Xn一14((1+ z 一13)S1+ Xn 13 S2))+Xn一15((1+ 

一 14)((1+ Xn一13)S1+ z l3 S2)+ z 一14((1+ 

Xn一13)S1+z 一l3S2))) (34) 

因 wt(df(x)／dx1)=2 ，t％( _厂(z)／e33,)=2 ( 一16， 

i=n， 一1，⋯， 一15)，故由定理 3知，-厂( )是重量为 2 + 

2 的 H布尔函数。又由于 

wt(331f(x)df(x)／dx )一2”～，Ⅵ (xle，(33)／exr)一2 一 

( 一16(偶数)；r，i=n， 一1，⋯， 一15，r≠ ) (35) 

故 f(33)是相关免疫函数刚。 

同样的计算证明，可知 g(z)是奇数元 一17的重量为 

2 +2 。的相关免疫 H布尔函数。 

由定理6、推论2及式(34)，可求得 _厂( )的代数次数最低 

的零化子的最高次项中的一项为 Xn 15 一11Xn--l0Xn一8z 一 

z 一5z 一 z 一z，故 AI(_厂( ))一8，故知 f(33)是 =16(偶数)元 

的最优代数免疫函数。求得 g(z)的代数次数最低的零化子 

的最高次项 中的一项为 Xn 16z 11Xn一9．2Cn一8z 一6z 一5z 一4 

岛 ，故 AI(g( ))一8，故知 g(z)是 n=17(奇数)元的最优代 

数免疫函数。 

从 厂(z)和 g(z)的级联过程可知，对 S 和 Sz的级联可 

以继续进行到变量 z 。经归纳法证明，(1+z )((1+zz)(⋯ 

((1+33n一13)S1+z 一13S2)+⋯)+zl((1+z2)(⋯ ((1+SUn l3) 

S +z 1。S )+⋯)级联函数是重量为 2一 +2 的 元 的 

代数免疫阶为AI(，)一8的相关免疫 H布尔函数。 

由n，r2，h ，h：和 S ，S 的级联计算可知，在保证满足定 

理 1和定理7的条件下，构造 12元相关免疫 H布尔函数 

如下。 

S3一(1+z 一11)((1+Xn 10)((1+z 一9)Fz+x 一9F3)+ 

33n一1o((1+z 9)F3+Xn一9Fz))+33n—ll((1+Xn一10) 

((1+33 一9)F3+ Xn一9 F2)+z 一lo((1+Xn一9)Fz+ 

岛一9F3)) (36) 



 

将 S。，Sz，S 一起级联，可以得到代数免疫阶AI(-厂)更 

高的奇数元和偶数元的最优代数免疫函数和 元代数免疫函 

数。限于篇幅，而且前述方法已很明显，不再继续构造。因而 

只证明到代数免疫阶AI(，)≥8的结果。证毕。 

定理 9 在 Hamming重量 2 的布尔函数中，存在代数 

免疫阶AI(-厂)一8的奇数元 一17和偶数元 =16的最优代 

数免疫相关免疫 H布尔函数。 

证明：由定理 8，设 g( )为定理 8中的代数免疫阶AI(，) 

：8的 一17元(奇数元)的最优代数免疫相关免疫 H布尔函 

数。由于Wt(g( ))=2 +2 。，故对g )=1+g(z)，有 

wt(gl( ))一2 一 (g( ))=2 (37) 

又 Wt(dg( )／dx )一2 ，wt(eg(x)／ex1)一2 ( =1， 

2，⋯， )，故 

Wt(dgl(z)／dzf)= (dg(x)／dxi)一2一 

wt(egl(z)／ez,)=wt(1)(似 (dg(x)／dx,)一Wt(eg(x)／ 

exi)一0 

( 一1，2，⋯ ， ) (38) 

故由式(37)、式(38)及定理 3知，g (z)是重量 2 的 H 

布尔函数，且g (z)一g ( )dg1(x)／dxl(i----1，2，⋯， )，故 

Wt(z dg1(z)／d ) 

一  ( (1+g( ))d(1+g( ))／dxk) 

= (xldg(x)／dxk)一 (xlg( )dg(x)／ ) 

一2 一2—2 一3=2"-3 

( ，忌=1，2，⋯ ， ， ≠惫) (39) 

故g ( )是相关免疫函数 。 

由于g ( )一1+g( )，因此 g(z)的零化子是 g ( )的零 

化子。g(z)是 一17(奇数)元最优代数免疫函数，故 g (z) 

也是 一17(奇数)元最优代数免疫函数。 

又设 ，( )是定理 8中的代数免疫阶AI(，)一8的 =16 

(偶数)元的最优代数免疫相关免疫H布尔函数，又设 (z)一 

1+ z)。与前面gl( )的证明相同，仅仅维数小1。可知A(z) 

是Wt(-厂1(z))一2 。的 ：16元的最优代数免疫相关免疫 H 

布尔函数。 

结束语 H布尔函数中，还有更多其它重量的 H布尔函 

数 1̈ 。重量 2 +2 和 2 的相关免疫 H 布尔函数的最 

优代数免疫性的结果，可为其它重量相关免疫及弹性 H布尔 

函数代数免疫性研究打下基础。 
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数据进行等维新息处理，利用马尔可夫链模型预测出结果的 

波动范围。本文构建的等维新息灰色马尔可夫模型具有如下 

优点： 

(1)等维新息灰色预测模型既克服了传统灰色预测模型 

的数据来源固定不变的弊病 ，又利用了传统灰色预测模型对 

近期数据预测精度高的优点。 

(2)通过建立状态转移概率矩阵可确定互联网上网人数 

位于不同区间的可能性，通过综合考虑区间预测中值与区间 

发生概率可更加准确地把握未来上网人数的发展趋势。 

虽然该模型计算量较大，但最终取得了较好的结果，为互 

联网的网络建设和管理提供了决策依据，并为相关方案的制 

定奠定了基础。 
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