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改进的限定 Voronoi图梯形检测带细分算法 

李海生 曾宇航 蔡 强 刘日武。 

(北京工商大学计算机与信息工程学院 北京 100048) (中国科学院力学研究所 北京 100190)。 

摘 要 针对已有的限定Voronoi图生成算法在一些复杂约束条件下不能收敛的问题，通过引入控制因子，给出一种 

改进的限定voronoi图梯形检测带细分算法。在计算初始Voronoi生长元的过程中，引入外部和内部限定线段端点 

保护圆半径控制因子，控制限定线段两端点附近的 Voronoi边的尺寸；在细分梯形检测带的过程中，引入外部和 内部 

限定线段尺寸控制因子，控制位于限定线段上的Voronoi边的尺寸。实验结果表明，本算法对于内部边界约束、线束 

约束条件以及不规则区域均可以得到质量较好、满足约束条件的限定 Voronoi图。 
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Abstract Aiming at the problem that existing constraint Voronoi diagram generation algorithm may not converge when 

the constraints are complex，this paper proposed an improved subdivision algorithm of trapezium examining strip for 

constraint Voronoi diagram by introducing several control factors．External and internal constraint line endpoint protec— 

tion radius contro1 factors are used to contr0l the size of the constraint 1ine near the end points of the Voronoi edge dur— 

ing calculating the initial Voronoi growth process．External and internal constraint segment size control factors are used 

tO control in the size of the constraint line on the Voronoi edge during the process of subdivision examining strip．Experi- 

mental results show the proposed algorithm can get satisfied results even in the complex domain including internal 

boundary constraints，pencil of lines constraints and irregular areas． 

Keywords Constraint Voronoi diagram，Trapezium exam ining strip，Refinement algorithm，Control factor，Co mputa— 

tiona1 geometry algorithms 1ibrary 

1 引言 

限定 Voronoi图具有垂直平分的特性，它能够很好地模 

拟非规则边界，能够解决三角网格用于某些数值模拟计算时 

的不收敛问题；另外，网格的细化和粗化性质较好。因此限定 

Voronoi图在工程技术领域，尤其在油藏数值模拟、地下水探 

测、机器人路径规划、流体力学、考古学、生态学、城市规划、移 

动通信等领域中有很好的应用前景l1]。 

Okabe提出了二维限定 Voronoi图生成方法，但其约束 

条件 比较简单，只有外部边界和井点，没有考虑内部边界的情 

况_2]。Kappa也提出了限定 Voronoi图生成方法0]，它假定 

内部边界(如断层)和外部边界是直线段，考虑了边界附近节 

点、角点和竖直井周围节点的相互干扰 。但该文在处理相互 

干扰时提出近 10种情况分别处理，算法比较繁琐。文献[4， 

5]提出生成限定 Voronoi图的控制圆算法 ，该算法简单，实现 

方便。但是，在进行网格的尺寸与质量控制时，往往需要加入 

新的生长元。如果需要加入的新生长元恰好位于控制圆内， 

由于控制圆的大小无法改变，只能舍弃该生长元；在线段夹角 

较小的区域，生成的 Voronoi网格单元的质量难以令人满意， 

且算法过程有些复杂。文献[6，7]提出了Voronoi细化算法 

生成二维限定 Voronoi图，该算法在复杂限定条件下 自适应 

性不好，限定线段间的夹角较小的情况下，矩形检测带的两条 

边界靠近限定线段，检测带的细分操作会产生大量畸形限定 

Voronoi图网格单元，网格单元的生长点非常接近 Voronoi多 

边形的某条边。蔡强等于2009年提出的 Voronoi梯形检测 

带细分算法 可以在复杂限定条件下收敛，但该算法对于一 
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些极端情况例如线束约束条件的处理还有待于进一步完善， 

另外，该算法后期需要做大量的尺寸与质量控制工作，尤其是 

在限定条件附近的处理比较繁琐。 

针对传统的限定 Voronoi图算法存在 的问题，对二维 

Voronoi梯形检测带细分算法进行了改进，通过引入几个控 

制因子，使生成的限定Voronoi图网格单元具有较好的质量， 

能满足数值计算的需要。另外，由于梯形的几何特性 ，检测带 

两条边界向限定线段的两侧伸张，增大了检测带的外接圆半 

径。在生成网格过程中，梯形检测带可以减少无限定条件区 

域的生长元数目，加快算法收敛速度。 

2 基本概念 

2．1 限定条件规范化 

二维限定 Voronoi图中的限定条件是空间中任意限定点 

和限定线段组成的集合，称为限定条件集。为了方便，将限定 

条件集记为：CCS(Constraint Condition Set)，表示为：CCS= 

{G}， 一1，2，⋯， 。其中 表示限定条件集合 中的某个限 

定条件，在二维限定 Voronoi图中，G 可以是限定点，也可以 

是限定线段。 

将CCS中限定点组成的集合称为限定点集，记为：CPS 

(Constraint Point Set)，表示为 CPS={ }， 一1，2，⋯，m1。 

将CSS中限定线段组成的集合称为限定线段集，记为： 

CSS(Constraint Segment Set)，表示为 ：CSS={C )， 一1，2， 

⋯ ，舰 。限定条件集是限定点集和限定线段集的并集： 

CCS—CPSUCSS 

本文希望对任意限定条件进行 Voronoi剖分，但如果其 

中出现重点、叠合的线段和相交的线段 ，会给剖分算法带来不 

必要的麻烦。因此，应预先进行处理，使限定条件中无重合的 

点、无叠合的线段、无相交的线段并且线段的顶点都在限定点 

集合中存在，称这个处理过程为规范化过程。 

算法 1 限定条件集合规范化算法 

输入：任意的限定条件集合 CCS=CPSU css。 

输出：规范的限定条件集合CCS=CPSUcKs。 

步骤： 

(1)VCSffCSS，将 CS的两个顶点加入 CPS中。 

(2)V CS1，CS2∈CSS，ca1≠CS2： 

如果 CS1，CSz共线，且有公共点，用 CS--ca1 UCs2取代 cs]和 

CS2放入 CSS中。如果 CS1，CS2不共线，且相交于点 P，将点 P记 

人 CPS中。 

(3)VCPffCPS：VCP1∈CPS，CP1≠CP，如果 CP和CP1距离为 0，将 

CPl从 CPS中删除 如果 CP在CS(CSffCSS)内部，用 CP将 CS 

细分。 

结束。 

2．2 细分梯形检测带 

如图 1所示，以限定线段 AB为例，分别在端点 A，B以 

一 定 半径构 造其保 护圆，及初 始生 长元 P P2和 P。P 。 

P P P P。构成一个等腰梯形检测带，P P 为梯形的中位线 ， 

点 0为梯形外接圆圆心。如果以0为圆心，半径为 lOPl l的 

圆 0内部不包含其它的生长点，AO，OB一定是限定 Voronoi 

图的两条 Voronoi边E 。圆 O内部包含其它的生长点，则将 
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P ， 加人到生长元集合 SV中。这时线段 AB逻辑上可分 

为 3个子线段：A01， ，02B(O~是等腰梯形 P P P，，P。的 

外接圆圆心，02是等腰梯形 P P P P。的外接圆圆心)。重 

复以上空圆检测和必要时相应的增加生长点操作，直到所有 

被检测的圆都为空(即圆内部不包含任何生长点)。 
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3 算法的描述与分析 

本文研究如何生成二维限定 Voronoi网，即给定 PSLG 

(Planar Straight Line Graph)A表示的平面区域l】c]，如何生成 

其限定Voronoi图。PSLGA经过 2．1节的规范化算法后，进 

一 步表示为一个点集合 PS(Point Set)和线段集合 SS(Seg— 

ment Set)的并 ，即A—PSU SS；线段集合 SS再进一步表爪 

为外部线段集合 ossd,b边界线段集合)和内部线段集合(内 

边界线段和独立线段 的集合)ISS，即 SS=OSSU ISS。对于 

一 类多边界多边形，其有一个最外面的边界，称为外边界，其 

他边界称之为内边界 l̈ 。 

定义 1 设 S和 T都是闭点集，则 S和 T的最小距离 

dis(S， —min{dis(P，g)l VPES，Vg∈T}。 

定义 2 给定PSLG A—PSU SS，平面上任意一点 P的 

局部特征尺寸z ( )指与PSLG A中的任意两个不邻接单元 

都相交的最小圆的半径，显然 Z (户)>O。如图 2所示，图中 

的圆的大小代表了剖分域中的不同点的局部特征尺寸。 

图 2 局部特征尺寸 

定义 3 给定 PSLG A—PSUSS，V S∈SS， ( )一 

rain{dis(s，￡)I￡∈A，t与 5无公共点}。显然 (s)>O。 

算法 2 算法的主过程 

输入：PSLG A(A=PsUSS，SS=OSSUISS)和均匀布点数 目un。 

输出：满足 PSLGA约束的限定 Voronoi图。 

步骤： 

Stepl 计算均匀网格尺寸 US。外边界面积为obs，则 us--obs／un。 

Step2 以A和 US为参数，调用算法 3计算初始生长点，得到一个初 

始化好的梯形检测带集合 XSS和一个初始化好的生长元集 

合 SV。 

Step3 以XSS和 sV为参数，调用算法 4进行检测带细分。 



Step4 在井眼影响范围区域内，放射状布点，将布好的点加入到生长 

元集合 SV中。 

Step5 调用 Delaunay三角化算法由生长点集 SV构造 D(SV)，由D 

(SV)对偶得到 CⅧ (SV)。 

算法 3 计算初始生长点(子过程) 

输入：PsLGA(A—PSUSS，SS=OSSUISS)和均匀网格尺寸 us。 

输出：一个初始化好的梯形检测带集合 XSS和一个初始化好的生长 

元集合 SV。 

步骤： 

Step1 V sE SS，计算 d (s)。 

Step2 V sESS，设其端点为AB。对点 A，计算 lfs(A)及 A点的保护 

圆半径 rA：如果 sEO&S，rA=rnin{O*lfs(A)，a*us}O<0~1／2， 

O<a，取 0—0．3，a一1．0)；如果 S∈ISS，则 rA—min{0*1fs 

(A)，B*US}(0<0~1／2，O<0，取 0=0．3，B一0．7)。a为外部 

限定线段端点保护圆半径控制因子，B为内部限定线段端点保 

护圆半径控制因子。同理计算 lfs(B)及 rR。 

Step3 V sESS，设其端点为 AB。找到 ss中所有除 s外以 A为端点 

的线段，记为 (A)。若 (A)为空，记 s的反向延长线与A 

点的保护圆交点为P，将P加入 sv中。否则，计算 S与 

(A)中线段所成的最小角 aA～ 。同理计算 aB 。 

Step4 计算 r1—2*rA(s)一2*min{rA*sin(~A n／3)， n(s)／3}， 

2—2*rB(s)一2*rain{rB*sin(~ ／3)，d (s)／3。r1，r2 

为等腰梯形的两条底边的长。设这两条底边分别与 A、B的 

保护圆交于PtP2和 P3P4，将这 4个点加入 SV中。 

算法4 细分梯形检测带(子过程) 

输入：梯形检测带集合 XSS、生长元集合 SV和均匀网格尺寸 US。 

输出：经过细分后的梯形检测带集合 xSS和生长元集合 SV。 

步骤： 

Stepl 定义 n，令 n=0。 

Step2 V xsE XSS，记 xs对应的限定线段为 S，XS的外接圆为 c。若 

XS为 S的初始梯形检测带，记 S的两端点保护圆分别为 c 和 

C2；否则，记 XS两端的梯形检测带的外接圆分别为 C1和 C2。 

记 C的圆心与C 、Cz的圆心的距离分别为 d 和 dz。当 S∈ 

0SS，如果 min{d ，d，}> us(0<2y，取 7—1．6)，执行一次 

Step4；否则 ，检查 C是否包含 SV中的任何点，如果包含，执行 

一 次 Step4。当s∈ISS，如果 min{d]，d2)>8*us(o<8，取 8 

一1．O)，执行一次 Step4；否则，检查 C是否包含 SV中的任何 

点 ，如果包含 ，执行一次 Step4。 

Step3 如果 n>O，返回到 Stepl重新开始执行；否则，算法结束。 

Step4 用梯形的中位线细分检测带 XS为 XS ，XS。，并将其加入到 

XSS中 ，将 XS从 XSS中删除。记 中位 线与 xs的交点 对为 P 

，将 P 1J'加入 SV中。n=n十1。返回继续执行 Step2。 

由定义 2中的局部特征尺寸定义和算法 3可知，当o< 

1／2时，保护圆半径最大不超过局部特征尺寸的一半 ，不 

会发生保护圆相交的情况，可保证整个算法收敛。外部和内 

部限定线段端点保护圆半径控制因子 一1．0， 1．0，且外部 

和内部限定线段尺寸控制因子 一1．0， 一1．0时，本文算法 

就退化为梯形检测带算法。通过对外部与内部限定端点保护 

圆因子值的改变来控制外边界区域附近的 Voronoi单元的疏 

密程度，对外部和内部限定线段尺寸控制因子值的改变来控 

制外边界区域附近的 Voronoi单元的疏密程度。这样通过对 

4个控制因子值的改变，来提高整个算法的柔性，简化生成 

Voronoi网格的尺寸和质量控制工作。 

算法 3计算 lfs(P)和 (s)时，对于每个限定条件，使 

用变量记录已经计算过的最小距离，因此其时间复杂度为 O 

(N{)／2(Nl为PSLGA中限定条件的数量)。算法4细分检 

测带，每次检查检测带外接圆采用可见行走算法l1。j．陕速定 

位。Step4的布点操作的时间复杂度与设定的井点影响半径 

等分数、辐射线数目等相关，对算法时间效率影响不大。设最 

终生长点的数量为 N，Step5可以使用空洞算法生成 Delau— 

nay三角网格 ，其时间复杂度为 O(NlogN)；对偶生成限定 

Voronoi图，每生成一个限定Voronoi图网格单元调用一次可 

见行走算法进 行生长点 的快 速定位，然后直接生成 限定 

Voronoi图网格单元。输入的 PSLG的数量 N1远小于生成 

的限定 Voronoi图生长点的数量 N，因此算法的主要计算量 

在于算法 Step5，即 0(NlogN)。 

根据上述分析，整个算法的时间复杂性为 O(NlogN)。 

4 实验结果与分析 

本文基于CGAL算法库，实现改进的Voronoi梯形检测 

带细分算法。为了验证本文算法的正确性和有效性 ，分别用 

图 3和图 5中的限定条件对改进的 Voronoi梯形检测带细分 

算 法进 行 了实 验。实验 环 境 为 CPU Core2 Duo T5670 

1．8GHz、内存 2G、显存 256M，操作系统为 Windows 7 Ulti— 

mate，采用 C十+语言编程。 

图3 限定条件(PSLG A) 图 4 采用本文算法生成的限定 

Voronoi图 

图 5 限定条件(PSLG B) 图6 采用本文算法生成的限定 

Voronoi图 

梯形检测带算法实例 1的初始限定条件 PSLGA如图 3 

所示 ，限定条件包括限定线，限定线之间有交叉现象。取 a一1． 

O， 0．7，y=1．6， 一1．0，应用本文算法计算得到的限定 

Voronoi图如图4所示，网格单元数量为 1006，生成图示限定 

Voronoi图所用的时间为 1891ms。梯形检测带算法实例 2的 

初始限定条件PSLG B如图5所示，限定条件包括限定点(即 

井点，图中圆的大小表示井点影响的半径)、限定线(外部边界和 

内部断层线)。限定条件之间有相互影响：限定线有交叉现象，井 

点的影响范围内可能有 限定线。取 口一1．0，口一0．7，7=1．6， 

(下转封三) 
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最大的那个模型类别为识别结果。在“多类分类”实验中，训 

练一个具有 l0个隐藏状态的HCRF模型 识别测试时，选择 

概率最大的模型类别为识别结果。 

表 2对 比了在给定数据库上，利用不同算法模型进行行 

为识别的实验结果。由表 2可以看出：(1)CRF模型和 

HCRF模型的识别率要高于 HMM 模型。这在一定程度上 

也验证了对有限动作集合进行行为识别时，判别式模型要优 

于产生式模型。(2)加入长相关约束(即窗口大小 取不同 

的值)有助于提高算法的识别率，随着窗口大小叫的增加，识 

别率也在增加。(3)“多类分类”模式训练的 HCRF模型的识 

别效果要优于“一对多”模式训练的 HCRF模型。 

表 2 不同模型的行为识别率对比 

模型 识别率 

HM 

CRF(∞一O) 

CRF(ct，一1) 

HCRF(multiclass，∞一O) 

HCRE(multiclass，∞一1) 

HCRF(multiclass，∞一2) 

HCRF(one-vs．一all，∞一O) 

83．5 

86．7 

89．9 

93．5 

95．4 

96．8 

91．4 

结束语 本文将人体行为的侧影轮廓特征作为出发点， 

提出了一种新的行为识别方法；使用了一种基于距离组的轮 

廓描述方法，提高了星型骨架方法对轮廓局部特征的描述能 

力；使用隐条件随机场对行为进行建模和识别 ，结果表明，对 

于有限动作集合进行动作识别时，判别式模型要优于产生式 

模型。本算法的不足之处在于要求能比较精确地提取轮廓； 

此外，还需要在如何合理选择和建立模型方面展开更加深入 

的研究 。 
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占=1．0，应用本文算法计算得到限定 Voronoi图，如图 6所 

示 ，网格单元数量为 1694，生成图示限定 Voronoi图所用的时 

间为 3946ms。实验的结果证明了本文给出的限定 Voronoi 

图生成算法对于内部边界约束、线束约束条件以及不规则 区 

域均可以得到质量较好的满足约束条件的限定 Voronoi图。 

结束语 本文针对已有限定 Voronoi图算法的不足，给 

出了改进的梯形检测带细分算法生成二维 Voronoi网格。主 

要是引入了几个控制因子，简化了限定条件附近的处理，保证 

了算法对于复杂约束条件下的收敛，同时提高了整个算法的 

柔性，使生成的限定 Voronoi图网格单元具有较好的质量，能 

满足煤层气数值模拟等计算的需要。下一步工作考虑在本文 

算法的基础上，研究三维限定条件下限定 Voronoi图的生成 

算法 ，并对生成的三维限定 Voronoi图进行质量与尺寸控制。 
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