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多元 Chebyshev正交多项式混合模型及其在 

医学图像分割中的应用 
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(吉林师范大学计算机学院 四平 136000) (江苏大学计算机科学与通信工程学院 镇江212013) 

(江苏科技大学数理学院 镇江 212013)。 

摘 要 针对原有一元正交多项式混合模型只能根据灰度特征分割图像的问题，提出一种基于多元 Chebyshev正交 

多项式混合模型的多维特征的医学图像分割方法。首先，根据 Fourier分析方法与张量积理论推导 出图像 的多元 

Chebyshev正交多项式，并构建多元正交多项式的非参数混合模型，用最小均方差(MISE)估计每一个模型的平滑参 

数；然后，用 EM 算法求解正交多项式系数和模型的混合比。此方法不需要对模型作任何假设，可以有效克服“模型失 

配”问题。通过实验，表明了该分割方法的有效性。 
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Ahstract To solve the problem of over-reliance on priori assumptions of the parameter methods for finite mixture mo- 

dels and the problem that monic Chebyshev orthogona1 polynomials can only process the gray images，a segmentation 

method of mixture models of multivariate Chebyshev orthogonal polynomials for color image was proposed in this pa— 

per．First，the multivariate Chebyshev orthogonal polynomials was derived by the Fourier analysis and the tensor pro- 

duct theory，and the nonparametric mixture model of multivariate orthogonal polynomials was proposed．And the mean 

integrated squared error(MISE)was used to estimate the smoothing parameter for each mode1．Second，the expectation 

maximum(EM)algorithm was used tO estimate the orthogonal polynomial coefficients and the model of the weight．This 

method does not require any prior assumptions on the model。and it can effectively overcome the“model mismatch” 

problem．The experimental results with the images show that this method can achieve better segmentation results than 

the mean-shift method． 

Keywords Non-param etric mixture models，Image segmentation，Smoothing parameter，Multivariate orthogonal polyno— 

mia】 

1 引言 

医学图像分割是把图像中具有特殊含义的不同区域分割 

开来，并使分割结果尽可能地接近解剖结构，从而为临床诊疗 

和病理学研究提供可靠依据，是 目前医学图像处理中的重要 

研究内容之一。聚类分割算法是一种常用的图像分割技术， 

多年来已经提出了大量基于聚类的图像分割算法，如应用硬 

聚类的分割算法 、应用模糊聚类的分割算法 ]、应用进化聚 

类的分割算法ll3 和应用概率聚类 的分割算法[43，其中有限混 

合模型分割算法是应用概率聚类分割方法的一种常用方法。 

有限混合模型的核心问题是分量密度函数的选择。Fer— 

nandez提出了Poisson混合模型；Diego在扩展a分布的基础 

上，提出了适合于脉冲和非对称的 a混合模型；Peer提出了 t1 

分布混合分布模型[5 ；Bouguila提出了基于Dirichlet的混合 

模型[6]；Fan提出了广义高斯分布混合模型_7 等。本文为了 

克服有参混合模型对先验知识的过分依赖，使用正交多项式 
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作为非参数混合模型的分量密度函数。对于图像分割，仅从 

图像的灰度差别来分割图像是不够的，它们的差别还表现在 

图像的纹理、位置等其它特征中。因此，图像分割问题也可以 

看成是在由原始图像的灰度、位置信息、纹理等其它特征参数 

共同构成的多维特征空间中进行分类的问题。为了利用图像 

的多种特征信息，克服传统的一元正交多项式混合模型只能 

限制在利用图像的灰度特征对图像进行分割的缺点，提出了 

多元的正交多项式混合模型的医学图像分割方法。 

针对医学图像数据样本，提出一种适合医学图像数据的 

多元的Chebyshev正交多项式，并构建其非参数的混合模型， 

以实现对医学图像的分割。通过推导一类多元的 Chebyshev 

正交多项式，可以实现对医学图像的处理；采用非参数的混合 

模型可处理任意形式的概率分布，不存在“模型失配”问题。 

首先定义图像的非参数多元 Chebyshev正交多项式混合模 

型 ；然后通过 EM算法多次迭代估计其中组合的系数，即每个 

类的先验概率；最后使用贝叶斯规则对图像进行分类，得到最 

终的图像分割结果。实验结果表明，本方法适用于 CT图像 

的分割问题，避免了有参混合模型存在的“模型失配”问题。 

2 Chebyshev正交多项式混合模型 

2．1 一元Chebyshev正交多项式混合模型 

非参数的密度估计方法 是直接根据样本数据估计总体 

的密度，然后用估计得到的密度分布来描述数据总体。目前 

非参数密度估计方法多种多样，主要有频率直方图估计、核密 

度估计(kernel denstity estimate)、正交序列估计 (orthogonal 

series estimate)、最近邻估计 (nearest neighbor estimate)等， 

主要应用于社会科学 、物理科学、生物科学以及各种工程技术 

等领域，本文所采取的是正交序列非参数密度估计方法。 

正交序列密度估计是 CencovE 引入的，并被应用到不同 

的领域，特别是模式识别和分类等方面。对于一个连续的未 

知的概率分布 ．厂，其 中的独立同分布的自由样本为 X ，⋯， 

x ，定义这个正交序列密度估计为： 

(1z)一 ∑啦e (z) (1) 

1 

式中，啦一 ∑0(xk)，{Ci ±器是一个完全 的正交系统。 
』 一 1 

Gehringer考虑到实际应用中的需要对其进行改进： 

(z)一∑a e ( ) (2) 
f一 1 

1 N  

式中，a 一 ∑毋(Xk)， 1，2，⋯，m， (z) 是满足 Hi1一 
』 一 l 

bert空间L。([n，6])的正交基。 

常用的正交多项式有 Legendre正交多项式_1 、Cheby— 

shev多项式、二类 Chebyshev多项式口妇等。本文采用的是 

Chebyshev多项式。 

一 元 Chebyshev的定义形式为： 

(Lz)一cos(n arccos z)( 一0，1，2，⋯) (3) 

① {“ (．z))是 在 区间[一1，1]上带权 函数 p( )一 

1 

_ 兰 的正交多项式序列； 
√ l— z 

② 相邻的 3项递推关系式： 

f eo( )=1，e1( )一z， ⋯  

I el汁1(z)=2．；Cen(z)--e 1( )( =：1，2，⋯) 
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构成一元一类 Chebyshev正交系统混合模 型的形式如 

下 ： 

／̂ (z)一∑Wj{∑吼，，eos(n arccos z)) (5) 

式中，( ，a ， ，⋯，n ⋯ )是条件概率密度函数的傅立叶系 

数的估计 ，其中 K 是余弦展开式中的截断点。 

2．2 多元 Chebyshev正交多项式混合模型 

一 元 Chebyshev正交多项式可从余弦变换而得，并可由 

此导出 Jacobi多项式。Koornwinder于 1974年首次把这个 

思想推广到二维。在一个称为 Steiner内摆线的曲三解域上 

构造分析了双变量 Chebyshev正交多项式。应用 Fourier分 

析与张量积方法，可以把单变量正交多项式推广到矩形区域 

双变量正交多项式，及一般高维 Box区域上的正交多项式。 

基于近年来对多变量 Fourier的分析与多变量三角函数 

的研究l_1 ，寻找多变量三角函数与多变量正交多项之间的 

联系是 目前一直在研究的问题。关键之一是要找到合适的二 

阶偏微分方程(PDE)算子。PDE中的 Fourier方法(分离变 

量法)是求解 PDE问题的一个重要方法_16]。本文把偏微分 

方程的定解问题通过变量分离转达化为一个特征值问题，并 

把它的解表示成按特征函数展开的级数的形式。目前把数学 

物理方程的特征值问题抽象为算子方程的特征值问题，经典 

的PDE中都出现表达式 3u十 3u
，它及其高维对应式称为 “ 

的Laplace算子。 

在利用分离变量法求解定解问题的时候，对方程和边界 

条件都要进行变量分离。一般而言，能否应用分离变量法除 

了与方程和边界条件本身的形式有关之外，还和所选择的坐 

标系有关。这个时候要根据边界情况来选取合适的坐标系。 

可以应用分离变量法的正交坐标系有多种，如直角坐标系、圆 

柱坐标系、球坐标系、椭圆柱坐标系、回转抛物面坐标系等等。 

根据本文研究的内容及特点 ，选择直角坐标系作为分离变量 

法的正交坐标系。 

分离变量法的主要步骤如下。 

(1)根据给定的边界形状，选择适当的坐标系，正确写出 

该坐标系下拉普拉斯的表达式及给定的边界条件。 

(2)经变量分离将偏微分方程化简为常微分方程，并给出 

常微分方程的通解，其中含有待定常数。 

(3)利用给定的边界条件，确定通解中的待定常数，获得 

满足边界条件的特解。 

本文根据 CI"图像数据的特点，采用分离变量法理论推导 

适合 CT图像的三元 Chebyshev正交多项式，其过程如下： 

(1)求解直角坐标系中的三维Laplace方程： 

a

O 2u

2
~．_
a

32、，2u4．_O
a

e u
一 0 (6) 

根据图 1给定的边界条件为： 

fu=0，a=0，O≤ ≤7c，O≤ ≤ 

1 u=O，a==7c，o≤ ≤丁c，o≤ 口≤7c 

j u=O， 0，o≤ ，o≤ ⋯ 

1 u=0， =丁c，0≤ ≤丌，0≤ 6 ≤丁【 

l u=O，0=0，0≤a≤Ⅱ，0≤ ≤ 

L 一Vo， 一7【，0≤口≤ ，O≤ ≤ 



 

图 1 直角坐标系 

(2)进一步对空间坐标分离变量，设 

u(a，卢， 一x(a)y( z( (8) 

结合边界条件，可得到如下本征值问题： 

fX"--~ x一 (9) 
lX(0)=X( )一0 

—  

zy一  
(1o) 

ly(0)=Y( )=0 

J Z"--~。z一 (11) 
lZ(O)； Z(7c)一0 

求解本征值问题可得： 

r 1一一 ，X2一A COS la，Z—l，2，3，⋯ 

2一一m ， =Bin cos m 1，2，3，⋯ (12) 

L =一n2， 一G cosn 0， 一1，2，3，⋯ 

(3)构造特解并叠加得到： 

u(a，J8， )= ∑ ( COS la COS例9 COS nO (13) 
“ m． 一 l 

一 元正交多项可以由三角函数经过变量代换得到。令： 

( ：L (z) (14) 

将 z—cosO代人余弦函数 U ( )=COS nO，得到本征多项 

式 ： 

(z) COS(n arccos z) (15) 

即一元一类 Chebyshev正交多项式。 

Chebyshev多项式是一类偏微分方程的特征函数，根据 

偏微分方程的的分离变量法及张量积理论，三元的偏微分方 

程的特征函数就是一元Chebyshev多项式的乘积，形式如下。 

⋯  ( ，Y， )= ( )*了 ( )* (2) (16) 

递推关系： 

-o．o( '．Y，z)=1 

T1，o，o( ， ， )： ，T0，1，o( ， ， )一 ， ．o，1( ， ， )一 

．o．0(z，Y，2)：2x 一1，To．2，0( ，Y，2)=2／一1，To，0，2 

(z，Y，2)一2 --1 

7"1
，
1，0( ，j，，z)= ，T ．0，1(z，Y， )~---XZ，To，1，1( ， ， )= 

上 

Tt ( ， ， )一(音I∑ (一1) 2 
一̂ 0 

(Z一忌一1)! 
k!(Z一2k)! (2 ) )) 

( m ∑2
k=O
(-1) 

(m

±
--  

! Z宠 ! 

(2y (号壹(-1) 
(2 ) )) (17) 

构成三元Chebyshev正交系统混合模型的形式如下： 

A／ (z，Y， )一善 {蚤~i,jCl,m,n( ， ， )} (18) 
式中， m”( ，y,z)一 m ( ，y,z)，(n '“1 ⋯，。K~J， )是 

条件概率密度函数的傅立叶系数的估计，其中KN是余弦展 

开式中的截断点。 

3 基于多元 Chebyshev正交多项式混合模型的图像 

分割 

3．1 平滑参数估计 

平滑参数 1／S(KN-~N1 )在混合模型参数估计中占重要 

作用，它决定混合模型的收敛程度。为了衡量 厂l／ ( ，Y， )的 

有效性，采用理论概率密度函数f(x， ， )和样本估计概率密 

度函数 _厂l̂(z，3，， )之 间的最小均方差 MISE作为准则函 

数 引： 
r 

g(1／s)一E(I lf(x，Y， )一_厂1 (z， ，2)J dxdydz) 
^  

(19) 

g(1／s)应该达到最小，即为 厂l／ (z，．)，， )估计的最优值。 

当样本数量固定为N=Z400时，从图2(a)可知，MISE(g 

(1／s))在 1Is取 [O．2，0．33]之间的值时达到最小。当平滑参 

数固定为 1／s=O．25时，从图2(b)可知，MISE(g(N))的函数 

曲线在样本数量大于 1500时趋于平稳。多次实验可见，函数 

曲线也呈图 2(a)和图 2(b)的趋势。 

(a)样本数量固定 M【SE值 (b)平滑参数固定MISE值 

图2 平滑参数估计 

3．2 基于多维特征的多元 Chebyshev正交多项式混合模型 

CT图像分割 

对于文中提出的多元Chebyshev正交多项式混合模型， 

它不需要预先假设图像像素的条件概率密度函数，直接根据 

样本数据估计该数据场的概率密度函数。采用基于多元非参 

数正交多项式混合模型的随机化非参数期望最大化算法 

(SNEM based On Multivariate Orthogonal Polynomials．N【0P_ 

SNEM)求解模型正交多项式和混合比系数，并将该模型用于 

图像分割的算法流程如下； 

输入：图像 X，分类数 K 

输出：分割区域 

(1)初始化：对于图像大小为 N的观测样本，使用 K_均值算法将其初 

始划分为 K类，并对参数进行初始化设置： 

一  (2O) 

一  ．n( ， 

式中，j=1，⋯，K，m o，⋯，K ，K岬一int[(b~j) 。]，int[x]是取不大 

于 X的最大整数。 

(2)E．步：像素( ，Yi，zi)属于第 J类的后验概率聊 ： 

· 281 · 
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表 4所列 。 

表 4 PSO与 CPSO算法的运行结果 

由表 4运行结果看出，CPSO比 PSO算法在解决该问题 

时更有效，距离最优值的平均距离比PSO的算法结果好。而 

且可以达到比PSO算法更优的解 ，避免其陷入局部最优。 

根据图1结果可以看出在资源使用不受限情况下运用 

cPsO算法计算得到的项目最小工期为 61天，而运用PSO算 

法计算得到的项目最小工期却为62天，从而说明CPSO算法 

可以在一定程度上避免算法陷人局部最优，且收敛更快。 

图 1 PSO与 CPSO收敛性对比 

结束语 本文通过粒子群优化算法的原理产生和更新优 

先规则，并运用串行调度生成机制的原理，在资源受限的情况 

下 ，合理安排资源执行相应工序 ，求出最优解。此外，为避免 

算法陷入局部最优，利用混沌初始化形成的混沌序列作为粒 

子初始位置，并且采用并行的混沌粒子群算法 ，有效增加了算 

法的全局寻优能力，从而寻得最优解。通过实例研究发现，采 

用这种算法能较快寻找到最优解，验证了算法的有效性。但 

是在实际情况中，出于人性化方面的考虑，还应考虑到资源使 

用间隔、影响资源疲劳度的各种因素、平均作业时间等，这些 

可在以后进一步研究。 
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