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基于格结构的概念代数研究 
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(上海大学计算机科学与工程学院 上海 200072) (云南师范大学信息学院 昆明650031) 

摘 要 近年来，概念格作为一种有效的概念分析、表示与应用模型，被越来越多的领域所应用。概念代数是在概念 

格理论基础上提出的一种新的代数系统。目前，概念代数系统还只是雏形，很多方面的内容还需要扩展与进一步的研 

究。基于格结构的概念代数研究分别对 Nilsson概念代数 、Wille概念代数和认知信息学中的概念代数的基本概念与 

内容进行了介绍，对各方法进行了分析与比较，并证明 Nilsson概念代数是一种广义概念代数，为进一步的应用与研 

究提供支持。 
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1 引言 

概念在哲学中被理解为由外延和内涵两个部分组成的思 

想单元。形式概念分析_】]中，概念的外延被表示为属于这个 

概念的所有对象的集合，而内涵则被表示为所有这些对象所 

共有的特征(或属性)集合。概念格作为形式概念分析中核心 

的数据结构，实现了对概念哲学理解的形式化，从本质上描述 

了对象和属性之间的关系，表明了概念之间的泛化与特化关 

系，并采用 Hasse图实现了对数据的可视化。经历了30年的 

发展 ，作为数据分析和知识处理的形式化工具，形式概念分析 

及概念格模型已经被广泛地应用到知识工程 ]、信息处理_5] 

等各领域 ]。 

概念格理论奠定了关于概念表示、认知、推理等方面的理 

论基础，概念代数的研究正是其 中的一个重要方 向。Nils— 

sod 教授 1994年提出的概念代数以概念格理论为数学背 

景，用于概念知识表示，其能够把概念、关系、框架、对象 以及 

继承等重要概念进行统一的代数表示 1̈ 。2000年，WilleE ] 

发现在概念叙述 中常常包括不具有某个属性的描述，由此在 

原有概念格基础上定义了弱非运算与对偶弱非运算，并由此 

引出概念代数与广义概念代数l_1u的属性讨论与进一步的研 

究。在认知信息学领域 ，Wang 2]2008年给出了一种概念代 

数的形式化表示，这一方法的基础是对象、属性、关系(the ob— 

jectattribute-relation theory，OAR)理论l_1 ，但其核心结构仍 

然为概念格结构。该方法试图模拟人类大脑对概念知识的存 

储、表示与应用。 

本文主要介绍基于概念格理论的不同概念代数的基本概 

念与内容 ；第 2节主要介绍概念格理论、Nilsson概念代数和 

Wille概念代数的定义与表示方法等；第 3节详细介绍认知信 

息学中对概念的形式化表示方法即 Wang 概念代数；最后给 

出不同概念代数的分析与总结。 

2 基本概念 

2．1 形式概念分析 

在介绍形式概念分析(Formal Concept Analysis。FCA)之 
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前，首先定义一些基本概念。 

定义 1 若 M 与N足两个集合，则它们的笛卡尔积MX 

N的任何一个子集 R M×N，都称为是 M 与N 之间的关 

系，当M=N时称为是M 上的关系。若 a∈M，bEN有关系 

R，即二元组(“，6)∈R，则它可记作 aRb。 

定义 2 集合 M 上的关系R称为偏序关系，当对所有32， 

y， ∈M 都有 ：(1)自反性 ：xRx；(2)反对称性：xRy且yRx，则 

— ；(3)传递性：xRy且yRz，则 xRz。偏序关系 R常用符 

号“≤”来表示，当z≤ 且 ≠ 时，还记作 z< 。 

定义 3 设 M是一个集合，≤是 M 上的偏序关系，则二 

元组(M，≤)称为偏序集。当≤是全序时称为全序集。(M， 

≤)的对偶记作(M，≤) 是偏序集(M，≥)。 

定义 4 设(M，≤)是一个偏序集，A M，若对 A中所有 

元素“都有z≤a(xE M)，则称 z是A的一个下界；若对A中 

所有元素 “都有6／≤ (yEM)，则称 Y是 A的一个上界。若 

A的所有下界的集合有最大元素，则称其为 A的下确界；若 

A的所有上界的集合有最小元素，则称其为 A的上确界，并 

分别记作 infA及 八A或 supA及 VA。当只有两个元素 -z， 

时，记作 zAy及．72Vy。 

定义 5 设(M，≤)是一个偏序集，若 M 中的任何两个元 

素都有上确界及下确界，则称(M，≤)是一个格。若 M 中的 

任何一个子集都有上确界与下确界，则称(M，≤)是一个完全 

格。显然当M 中包含有限个元素时，格一定是完全格。 

在 F(、A中，数据是用形式背景来表示的，下面给出形式 

化定义。 

定义 6 设 U是对象的集合，M是属性的集合，I是两个 

集合 U与M 间的关系，则称三元组K一(U，M，j)为一个形式 

背景(简称背景)。( ，m)∈I(或写成 ulm)表示对象 “具有 

属性m。背景可以用一个二维表来表示，行表示对象，列表示 

属性。若 “行 列的交叉处是√，则表示对象 “有属性 m， 

如表 1所列。 

表 1 某形式背景 

√ 

√ 

、J 

J 

定义 7 设K一(U，M，D是一个背景，若 A U，B M， 

令 厂(A)一{ EMl V uEA，(”，m)E J}及 g(B)一{uEUI Vm 

∈B，(“，m)∈I}，如果 A，B满足_厂(A)一B，g(B)一A，称二元 

组(A，B)是一个概念。A是概念(A，B)的外延，即对象，B是 

概念(A，B)的内涵，即属性。用 历(U，M，I)或 国( )表示背 

景 一(U，M，I)上的所有概念的集合。 

定理 1 E“ 设 (U，M，I)是一个背景，A，A1，A2∈U；B， 

B ，B2∈M，则有： 

(1)A1 A2 厂(A2) f(A1)，(1) B1 B2 g(Bz)C_g 

(B1)； 

(2)A g(_厂(A))，(2) B 三-厂(g(B))； 

(3)厂(A)一-厂(g(_厂(A)))，(3) g(B)一g(_厂(g(B)))； 

(4)厂(A1)nf(A2)一-厂(AlUA2)，(4) g(B1)ng(B2)一g 

(B1 UB2)。 

定理 2E 若 T是一个指标集，而且对每个 ∈T，A U 

都是对象的集合，则：_厂(
， 

，)一 Af(Ar)及 ，)一 
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g(B )。 

定义8 若(A ，B )，(A。，B )是某个背景K一(U，M，j) 

上的两个概念，而且 A1 Az，则称(A ，B )是(Az，B。)的子概 

念 ，(A ，B2)是 (A ，B )的父概念，并记作 (A ，B )≤ (A。， 

B2)。如果 Al(==A2，且不存在概念 (A3，B3)使得 A (==A。c 

Az，则称(A ，B )是(Az，Bz)的直接子概念，(Az，Bz)是(A ， 

B )的直接父概念 ，并记作(A ，B )<(A ，B。)。关系≤显然 

是偏序关系，用 (U，M，I)来表示(U，M，j)的所有概念的集 

合 萌(U，M， )按这种序形成的偏序集(埘(U，M，j)，≤)。 

定理 3FlⅢ 设 (U，M，J)是一个背景，T是一个指标集 ， 

{(A ，B )ltET}E搿(U，M，j)，则 {(A ，B )lt∈T}的下确界 

及上确界分别是
， 

(A，，B ) ( ，-厂( ，)))及
，∈

V (A，， 

Bt)一(g(厂(UA，))，nB，)。 

船(U，M，D的任意子集都有上确界，所以偏序集( (【，， 

M，j)，≤)即嬲(【，，M，I)是一个完全格 ，称之为概念格。图 1 

是表 1所列形式背景对应的概念格。 

({Ul，u2，u3，u4，u5}，(}) 

({Ul，u2 

(f Ul，u4} 

u3}，{m3}) 

‘ ，m3}) 

({}，{ml，m2，m3 ，m4}) 

图 1 形式背景所对应的概念格 

2．2 概念代数 

2．2．1 Nilsson概念代数 

通常情况下，概念知识的组织均采用分类方法，利用概念 

之间的包含关系来构建模型，由于这些包含关系(如“is a”、 
“

subclass”等，“part-of”除外)构建的概念知识结构与数学的 

格结构是非常相似的，Nilsson教授 于 1994年提出用数学 

格来描述概念的思想。 

由于每个代数格都是一个偏序格 ]，也就是说，如果 

(M，≤)是一个格，≤为偏序关系，̂ 和V分别表示格内的交 

和并，那么： ≤ 当且仅当 一  ̂ ； ≤ 当且仅当 

V (∞∈M ， EM)。 

由于概念的包含关系也是一种偏序关系，因此可以建立代 

数格与概念包含之间的关系，即：n≤6当且仅当“一n×6；n≤6 

当且仅当b—d+6[ ]。 

概念代数中概念的继承、交、并分别用符号≤，×，+表 

示 ，它们分别由代数格理论中的偏序、交、并约束，引入全概念 

(univ)和空概念(nul1)来定义格的界。 

公理 1 设 a，b，c为概念格的任意概念，对于分配有界概 

念格存在如下概念公理： 

幂等律：a+Ⅱ一n，a×n—n； 

交换律：n+6—6+“，a×b=bX“； 

结合律：Ⅱ+(6+c)一 +6)+c，aX(bXc)一(n×6)×f； 

吸收率：a+(“×6)一“，n×(“+6)一口； 

分配率：a×(6+c)一(“×6)+(nxf)，“+(6xf)一(“+ 

6)×( +c)； 

有界律：n+null—“，a×null—null，“+univ—univ，a× 

univ~n。 

概念之间除了简单的包含关系外 ，还存在其它复杂的关 

系，Nilsson~ 把概念之间的其它关系看作是概念的属性。属 



性函数表示为r( )，意思是属性 r的值为 ，用“：”运算符表 

示为 r： ，通常作为概念项 ×r( )形式的一个因子出现，表 

示概念项 的子概念有属性 r，值为 。概念属性结构的一 

般表示形 式 为：f×rl( )×r2( )×⋯ ×rm( )或 c 

这种表示形式也称为框架项。需要说明的是属性值 啦( 

一1，2，⋯，m)为概念项，可以递归表示，即还可以是框架项或 

其它概念项。 

公理 2 属性满足以下公理(其中 r ( 一1，2，⋯，m))： 

(z+ )=rl(z)+n( ) 

(z×．y)==r／( )×r／( ) 

rl(nul1)=null 

n(univ)：univ 

定理 4 属性 函数是单调的，即 z≤ (z)≤ ( )。 

文献E163给出了证明。 

定义 9 概念项 由概念常量 c、概念变量 、属性项 

( )、全概念(univ)和空概念(nul1)，通过运算符“+”、“x”、 
“

：”连接而成，记概念项为(C，A>，其中C为概念标示符，A为 

属性标示符 ；不含概念变量的概念项称为基项。例如：概念项 

xrl(仇)x r2( )x⋯×r埘(铷 )，其中 ∈C。 

概念项的定义类似于谓词公式，概念变量 可以定义为 

任意概念项 ，实现了概念项的递归定义。 

定义 10 概念句是表示概念相等的代数等式： = 和 

条件等式 一 if 一 。例如：Hello Kitty—cat×toy(soft) 

×color(white)×gender(female)。 

定义 11 概念代数系统是一个五元组(C，A，+，×，：)， 

其中 C为概念标示符，A为属性标示符，“+”、“x”、“：”分别 

表示交、并和属性函数表示符(用来描述属性值的符号)。 

Nilsson概念代数还可以通过逻辑中的 一表达式对概念 

代数的概念项和句子进行重构_8]。文献E17]对概念代数五元 

组进行了扩充。 

2．2．2 Wille概念代数 

在 FCA中，一个形式背景确定形式概念时，要根据概念 

的内涵具有哪些属性来决定，但在很多实际问题中往往有些 

概念是根据它不具有哪些属性来确定的，因此形式概念分析 

还应该研究根据不具有某些属性而形成的概念的各种性质 。 

Wille_] 给出了概念代数的定义，研究了背景K一(U，M，I)的 

概念格中每个概念(A，B)的内涵 的补集 B形成概念的各 

种性质，以及对偶的外延的补集 U_A形成概念的各种性质。 

定义 12 设K一(u，M，I)是一个背景， =掰(U，M，D是 

它的概念格。在 上定义两个运算：△： 及 ： 卜 

弱非运算 △：(A，B)卜(g(-厂(【，一A))，_厂(u—A)) 

对偶弱非运算 ：(A，B)卜(g(M--B)，f(g(M--B))) 

记(g(，(U—A))，厂(U—A))为(A，B) ，称为(A，B)的弱 

非；记(g(M--B)，f(g(M--B)))为(A，B) ，称为对偶弱非。 

定义 13 设K=(U，M，D是一个背景 ， =埘( )是其上 

的概念格，则称代数系统( A， )为 上的概念代数。 

定理 5_1。_ 设 A， )是一个概念代数，则任意 z， ∈ 

有以下性质： 

(1) ≤z，(1) v ≥z； 

(2) ≤户  ≥ ，(2) ≤ ≥ ； 

(3)(z人 )V(z  ̂ )一z，(3) (-zV )A(xVyV)=z。 

Kwuida[“ 讨论了非概念格的概念代数。 

定义 14[“] 设 是一个格，△： 及 ： 是 

上的两个运算且满足V z，yE 

(1)XAA≤z，(1) z ≥z； 

(2) ≤y=ax~≥ ，(2) ≤ ≥yV； 

(3)(  ̂)V(z  ̂ )一 ，(3) ( V．)’)̂ (xV yV)一 。 

则称( △， )是一个“广义概念代数”，简称“概念代数”。如 

果一个概念代数也是一个形式背景产生的概念格上的概念代 

数，则称这个概念代数是可表现的。 

3 认知信息学中的概念代数 

在机器智能的研究过程中，人们一直在探寻一个问题 ：人 

类大脑是如何处理内部和外部信息并实现思考的，而这种思 

考的过程是非命令驱动方式的。在这样的需求下，认知信息 

学孕育而生。认知信息学E ]是一门交叉学科，它涵盖了计算 

机科学、信息科学、认知科学和智能科学领域研究人类大脑和 

自然智能的内部信息处理机制和过程，以及有关认知计算的 

工程应用 。 

Wang[1 提出的概念代数用于抽象概念的表示与计算， 

而这一思想也构建在概念格的基础之上。 

定义 15 语义背景 @，@一 ( ，ag, ，其中 表示对象，是 

有限或无限的非空集合； 表示属性，是有限或无限的非空集 

合 ， 是 和 之间的二元关系， ：：一 l l l 

甄 

定义 16 在语义背景 @上定义概念项为一个五元组 c：： 
一 (0，A，Rc，R ，Ro)，其中0是概念对象非空集合(O={O1， 

O。，⋯⋯O} ，p 是 的幂集)；A是概念属性非空集合(A 

一 {口l，a2，⋯，Ⅱ } 是 的幂集)； 是内部关系集合 

(R —O×A)； 是输入关系集合( C，×C， 表示外部概 

念集合)；RD是输出关系集合( C× )。c 一A表示概念 

的内涵，c上=0表示概念的外延。 

定义 17 概念代数是一个三元组 CA：：一(C，OP，@)一 

({0，A， ， ， }，{．r， )，@)，其中 OP={ ， )表示概 

念之间的关系与概念代数操作符。概念代数为抽象概念提供 

了一组关系比较与概念代数操作方法。其中．Ir一{一 ， ，<， 

>，一，兰，～，垒)分别表示概念之间的关联关系、独立关系、 

子关系、父关系、等价关系、组成关系、相似关系、复制关系，概 

念之间的关系判断详见表 2概念关系表 ；-c一{ ， ， ， ， 

， ，售，}-，卜}分别表示概念代数的继承、部分继承、扩展、 

替换、合成、分解、泛化、特化、实例化构图操作，详见表 3。 

表 2 概念关系表 
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表 3 概念代数操作 

例如：在语义背景 @下定义一个新概念，即： 

f：：一(0，A， ， ，iT l OC@，AC职 =OXA，R 一D， 

R。一O) 
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其中R =Ro一0，表示定义操作是一个新概念的初始化过程， 

输入和输出关系暂时为空，或许稍后将给出。图 2是概念代 

数的层次结构，图 3是概念代数概念网络。 

图2 概念代数层次结构 

4 分析与比较 

图3 概念关系网络 

根据以上对概念代数的详细描述，对各种概念代数分析 

比较得表 4。 

可以看出，FCA既精炼又严谨，运用哲学中概念的定义 

解决了对象按照属性形成概念的演算规律，揭示了概念之间 

继承关系的本质。但该方法除了表示概念之间的继承关系 

外，无法表示具有多种含义的抽象概念及其它复杂的概念关 

系；对象、属性、属性值的表示过于简化，不能表示属性、属性 

值的层次关系，过度依赖于形式背景知识，无法表示动态知 

识 。 

Nilsson概念代数将代数格引入概念包含关系中，构成最 

初的概念代数的思想。该方法解决了由基本概念通过某些属 

性值的约束，形成子概念的演算。通过概念项与概念句的表 

达方式对概念进行表示与描述 ，由于概念项的递归定义，使其 

可以表示非常复杂的概念并用概念属性描述除分类关系之外 

的其它关系，同时这种表示方法还可以实现逻辑重构。该方 

法虽然采用递归定义可以对属性与属性值进行层次化的定 

义，但仍然没能将属性与属性值的关系描述清楚，并且缺少否 

定描述机制。 

Wille概念代数的提出是为了讨论不具有某些属性 的概 

念，该方法研究了形式背景K 一(U，M，D的概念格中每个概 

念(A，B)的内涵的补集 M-B形成概念的各种性质，以及对偶 

的外延的补集 U 形成概念的各种性质。Wille概念代数仍 

然没有超脱 FCA的思想，虽然增加了补运算，但实质上属性 

的补集仍然是一个属性集合 ，这与 FCA的思想一致，只是构 

建概念的属性集不同。 

通过上面对 Wille概念代数的介绍 ，可以证明 Nilsson概 

念代数是一种广义概念代数。证明过程如下： 

设 s一{(C1，A >，( ，Az>，⋯，( ，A )}是概念项集， 



并引入全概念(univ)和空概念(nul1)，则 (SUunivUnull， ) 

是一个格。令 SUunivUnull，定义 LP= ， )上的△与 

运算如下，Vz ， 一 一z， 一 ～ ，univ△一null， 

univ 一null，nulP—univ，null 一univ，显然满足： 

(1) ： ( 一z)一z，univ~ 一null 一 univ，nu11 一 

univ~= null； 

(1) x 一z同理可证 ； 

(2)对于 null~__x，因 null△一univ，x 一 一z，则 univ~ 
。_  

，即 null ； 

对于 null~_univ，因 nul 一univ，univ~一null，贝0 univ~ 

null，即 null univ~； 

对于 xCy，因 一 一z， 一 一 ；则 一 一 ，即 

； 

对于x__~univ，因univA=null， = 一 ，则(g--x~_null， 

即 univ△； 

(2) z≤户 z ≥ 同理可证； 

(3)对于(null̂ z)V(null̂ -z )，即(null̂ z)V(nullA 

)=null V null=null； 

对于(nuIl̂ univ)V(null A univa)，即 (null̂ univ)V 

(null̂ univa)一nullVnull=null； 

对于(z  ̂)V(  ̂ )，即(z  ̂)V(z  ̂ )一(zn ) 

U(zn( 一 ))一 ； 

对于(univAz)V(univAz )，即(univAz)V(univA 

)一zV =univ； 

(3) (zV )A(zVyV)一z同理可证。 

所以由定义 14可知，(( )，A， )是一个广义概念代数。 

WangE 提出的概念代数知识表示模型可以处理复杂的 

知识结构，实现知识表示中概念的动态更新与扩展 ，且更多的 

内容还在研究中。与 FCA相 比，Wang概念代数将概念从一 

个二元组转变为一个三元组，其关系集合包括内部关系、输入 

关系和输出关系。输入输出关系使传统的静态概念与其它概 

念动态相关，可以表示和处理复杂的概念操作。概念项的动 

态可适应性说明它是一个动态结构，通过输入和输出关系使 

自身具有与其它概念相互关联的适应能力。 

表 4 概念代数的比较 

结束语 本文在概念格的基础上介绍了 Nilsson概念代 

数、Wille概念代数、认知信息学中的概念代数，并分析 比较了 

各概念代数的优缺点，证明 Nilsson概念代数是一种广义概 

念代数。目前，关于概念代数的研究还在起步阶段，在实际应 

用中还存在许多问题，但概念代数的提出为认知信息学、自然 

语言理解、知识表示、信息处理，模拟大脑对概念的存储、记忆 

和思考等关于概念处理的研究内容奠定了理论基础。 
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行结果。手写汉字 自上而下依次是：思、望、永 、安、秋 ；从左至 

右依次给出原始采集字、字形骨架、笔触特征三角形、美化结 

果 。 

j I ’I i j八 i 』 I 。J 

一毒 怒 甄l l 国} 1蔓 
． I二 I旦 I I 

l象f 
卜垂 j婆} 

i l 
图 7 行书书法效果美化效果 

原始数据经过数据简化后，冗余数据大大减少，字形骨架 

与原始书写特征基本一致，在添加笔触特征三角形后，字形骨 

架已经初步具有书法特征，经过平滑后，得到书法效果的轮廓 

信息。与原字相 比，书法美化后的结果中，书法效果较为明显。 

4．2 隶书书法美化效果实验 

本文描述方法不仅适用于一般手写体行书，对隶书字体 

也有较好的适应性，图 8中给出了对一句手写隶书的古诗字 

体所进行的美化效果。可以看出，美化结果对于整句诗句具 

有 良好 的一致性，能够较好地体现出书写者的书写特点和意 

图，在细节处理方面能够较好的把握书写中的书法特点。 

会 发 菱  颈  过，= 一 ￡=一 

巍 囊 亳 顷  
一  

，众 山  、) 一  苁  、) 
一  涯 众  一 

图 8 隶书书法效果美化效果 

结束语 本文实现了一种手写汉字书法效果美化方法。 

该方法能够为计算机采集得到的手写字添加具有书法特征的 

笔触特征三角形，产生带有宽度的笔画轮廓，进而通过平滑算 

法，生成书法效果美化字，方法简单可靠，对行书、隶书字体均 

有较好地适应性；整个算法只需用到骨架汉字的坐标信息，对 

设备依赖性要求较低，能基本满足目前电子设备中采集手写 

字的需求 ；提出的笔触特征三角形算法能够较好地模拟毛笔 

运笔宽度信息，产生书法美化效果。在未来的工作中，将尝试 

改进数据采集模式 ，利用更多信息如压力和速度信息，对起 

笔、行笔和收笔的笔触特征三角形进行参数自适应调整，使该 

算法具有更好的拓展性。 
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