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奇偶校验问题的二进神经网络学习算法 

杨 娟 陆 阳 朱晓娟 邱述威 

(合肥工业大学计算机与信息学院 合肥 230009) 

(安徽省矿山物联网与安全监控技术重点实验室 合肥 230088) 

摘 要 二进神经网络可以完备表达任意布尔函数，但对于孤立节点较 多的奇偶校验问题却难以用简洁的网络结构 

实现。针对该问题，提出了一种实现奇偶校验等孤立节点较多的一类布尔函数的二进神经网络学习算法。该算法首 

先借助蚁群算法优化选择真节点及伪节点的访问顺序；其次结合几何学习算法，根据优化的节点访问顺序给 出扩张分 

类超平面的步骤，从而减少隐层神经元的数 目，同时给出了隐层神经元及输出元的表达形式；最后通过典型实例验证 

了该算法的有效性。 
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Learning Algorithm of Binary Neural Networks for Parity Problems 
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(The Anhui Provincial Key Laboratory of Mine loT and Mine Safety Supervisory Control，Hefei 230088，China) 

Abstract Binary neural network can completely express arbitrary Boolean function，but more isolated nodes SUch as 

parity problem are difficult tO implement with simple network structure．According tO this problem，we presented a 

learning algorithm tO realize Bo olean function such as parity problems with many isolated samples．By means of the ant 

colony algorithm，we obtained the optimized core nodes and the extension order of true and false nodes，by combing the 

geometrical algorithm ，we gave the steps of how tO expand the classifier hyperplanes with the optimized core nodes，SO 

this algorithm can reduce the number of hidden neurons in network，and the expression of the hidden neurons and the 

output neuron are also giverL Finally，this algorithm  is validated to be effective through examples． 

Keywords Binary neural networks，Boolean function，Parity problems，Ant colony algorithm  

1 引言 

对于布尔空间中函数映射问题，采用二进神经网络来实 

现比采用其他前向多层神经网络可靠性更强，学习速度更快。 

二进神经网络是采用阈值函数作为激发函数的三层前 向网 

络，只要有足够数目的隐层神经元，即可以实现任意给定的布 

尔函数。 

设 Bz表示{0，1}二元域，F是 B；一Bz的任意映射，即F 

为 元布尔函数，对所有 x一(z ，322，⋯，z )∈ ，用 F(x ， 

z：，⋯，Xn)表示 F在 X处 的取值 ，简记为 F(X)，则实现 F 

(X)的二进神经网络的三层结构可由下式表达： 

J 1， 

S—u(∑ ．27 )一< 一 1 
0， 

11， ∑ S ≥ 
O—u(∑ s 一 一 ‘ 

一 1 0， ∑Wi*S < 
一 1 

记 一{ ，啦 ，⋯， }，W 一{ ，wj，⋯，w2)，其中 

每个 S—Si(x， ， )为隐层神经元，0一O(X，w ， )为输 

出元 ，网络结构如图 l所示。 

图 1 二进神经网络结构图 

，

⋯
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减少二进神经网络中隐层神经元数目仍是目前二进神经 

网络学习算法研究的焦点 。近年来随着智能算法的发展， 

借助遗传算法优化分类超平面分离节点的顺序_5 ]，取得了 

较好的结果，减少了隐层神经元的数目，文献[7]借助蚁群算 

法优化分类超平面分离节点的顺序，对于孤立节点较少或在 

卡诺图中连通性较高的问题，得到了较为满意的结果；但对于 

孤立节点较多或连通性较差的问题，如奇偶校验问题，每个真 

节点都是孤立节点，文献[8]采用枚举法使较为简洁的网络结 

构实现奇偶校验，但随着维数的加大，采用枚举法难以实现， 

文献E7]的算法可以避免枚举法，但隐层需要 2 个神经元。 

针对此问题，本文提 出针对样本孤立节点较多的二进神经网 

络学习算法，该算法为文献[3，9]理论上分析的结果提供了一 

种切实有效的实现方法。 

2 相关概念 

定义 1 样本值为“1”的节点称为真节点，样本值为“0” 

的节点称为伪节点；由每个超平面所分离的第一个节点称为 

核心节点。 

定义2 A F (1)，若满足下列两个条件之一，则称集 

合A是F (1)中的一个连通集。 

(1)C(A)一1； 

(2)C(A)≥2，且 VXp，Xq∈A， ≠ ，存在样本序列 

X ， ，⋯， ∈A，满足： 

rdH( ，x )一1 

dH(XI，Xi )一1 一1，⋯ ，(尼一1) 

【dn(X~,Xq)=l 

定义 3 若样本 Xg∈F (1)，且 VX ，dH(X ，Xg)一1， 

满足 X ∈r (0)，则称 Xg为F (1)中的孤立节点。 

以图2中的5变量布尔函数卡诺图为例，其中01000， 

10010，10101均为孤立节 点，{iiii0，11111，01111，01011， 

Ii011，01101)是一个连通集。图 3为 5变量奇检验的卡诺 

图，根据定义可以看出，每个真节点都是孤立节点。 

图 2 5变量布尔函数卡诺图 

图 3 5变量奇校验卡诺图 

3 学习算法 

设 F(x ， 。，⋯，Xn)为待学习的布尔函数，设 VT一{ ， 

2，⋯， }为真节点集，即有 Fsl—Pz一 ·一F。一1，VF一 

． 
fL(忌)， 蚂蚁k经过真节点i，J 

一

io。 e1se 
_了 fL(k)， 蚂蚁k经过真节点i，J 瞄

一

i0． e1se 

1

a／／owed 

一  

( )一{ ∑ ( ( ))a(了) I 
s∈ } 、 矗 

【o． e1se 

丽-j蔫sEallomedk 一一 砖 1∑( ) ÷ 一 l ＼ ☆／ 
【o， e1se 

一 



式中，allowed 表示蚂蚁是目前尚未访问过的伪节点集合，a， 

口分别为控制伪节点间信息素量及其距离的相对重要程度。 

每个隐层神经元系数，可由定理 1得到。 

定理 1[ 若集合 A一{XI， ，⋯，Xp} F (1)可以用 

一 个神经元表达，其中 一( ， ，⋯， )，(愚一1，2，⋯，P)， 
P 

如果：w一{ ，W2，⋯， )，Wi一2∑ P，i一1，2，⋯， ， 
^一 1 

r=min{∑wi．r }，则神经元 S—S(x， ，T)表达集合 A。 
X ∈A i一 1 

对于输出元系数 ，可由定理 2得到。 

定理2E。 在几何学习算法中，若首先分离真节点，则第 

奇数个隐层神经元与输出元的连接权为 I，第偶数个隐层神 

经元与输出元的连接权为一1；若隐层共有奇数个神经元 ，则 

输出元的阈值为i，若隐层共有偶数个神经元，则输出元的阈 

值为 0。 

3．2 算法步骤 

Step1 初始化神经元数目J一1； 

Step2 L ：O，若神经元数 目J为奇数时，执行 Step3， 

若 -，为偶数时，执行 Stepl4； 

Step3 若伪节点集非空，即伪节点个数 z≠0，执行 

Step4，否则转到 Step25； 

Step4 初始化迭代次数 NC=1； 

Step5 将 只蚂蚁分布到 q个真节点上； 

Step6 以样本点间的汉明距离及外信息素为变量的概 

率函数选择下一个真节点； 

Step7 规定蚂蚁走合法路线，即在一次循环中，每只蚂 

蚁不允许转到已访问的真节点，由禁忌表控制； 

Step8 在 m只蚂蚁的每次循环中，得到真节点的访问顺 

序表RE 一{Rf ，Rt ，⋯，R }， 一1，2，⋯，m； 

Step9 针对蚂蚁 i，第 个隐层神经元所分离的真节点 

数 目初始化为J ]一O； 

Stepl0 按照真节点访问顺序找到第‘『个神经元所分离 

的第一个真节点M ]一{M }，并将顺序表 R嘲中的』、儡
，
删 

除，且 一 J+1； 

Stepl1 遍历顺序表 RB]，判断是否可以将顺序表 中剩 

余真节点逐个加人到集合 脚 [ 中，且与未分离的真节点及未 

分离的伪节点构成线性可分集，若可以加入，则将已经分离的 

真节点角标在顺序表RE 中删除，并且 一 +1； 

Step12 第 i只蚂蚁所分离 的真节点数 目即为 L( )一 

】
，蚂蚁 i在它每条访 问的边上留下外激素L( )，并且记录 

当前L(i)中的最大值L～，即目前最好解； 

Step13 根据新得到的外激素 L( )更新转移概率，NC= 

NC+1，若NC小于预定的迭代次数，则转到Step5；否则输出 

目前最好解，并 q=q—L一，更新剩余的真节点集，-，一J+1； 

Stepl4 若真节点集非空，即真节点个数 q≠0，执行 

Step15，否则转到 Step25； 

Stepl5 初始化迭代次数 NC=1； 

Step16 将m只蚂蚁分布到2个伪节点上； 

Stepl7 以样本点间的汉明距离及外信息素为变量的概 

率函数选择下一个伪节点； 

Stepl8 规定蚂蚁走合法路线 ，即在一次循环中，每只蚂 
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蚁不允许转到已访问的伪节点，由禁忌表控制； 

Stepl9 在 m只蚂蚁的每次循环中，得到伪节点的访问 

顺序表 一{ ， ，⋯，Z= }， 一1，2，⋯，m； 

Step20 针对蚂蚁 i，第 -『个隐层神经元所分离的真节点 

数 目初始化为 Lij一0； 

Step21 按照访问伪节点顺序找到第 -，个神经元所分离 

的第一个伪节点z 一{z }，并将顺序表 Z[ 中的 ，删 

除 ，且 =jc j+1； 

Step22 遍历顺序表Z[ ，判断是否可以将顺序表中剩 

余伪节点逐个加人到集合 ]中，且与未分离的伪节点及未 

分离的真节点构成线性可分集，若可以加入，则将已经分离出 

的伪节点角标在顺序表 Z[ ]中删除，同时 ]=jE +1； 

Step23 第 i只蚂蚁所分离的伪节点数 目即为L( )一 

]
，蚂蚁i在它每条访问的边上留下外激素L( )，并且记录 

当前 L( )中的最大值L一 ，即目前最好解； 

Step24 根据新得到的外激素 L( )更新转移概率，NC= 

NC+l，若NC小于预定的迭代次数，则转到Step5；否则输出 

目前最好解，并z— —Lr一，更新剩余的伪节点集，-，一I，+1， 

转到 Step2； 

Step25 输出结果。 

算法流程图如图 4所示。 

否 

南 
为每只蚂蚁i建立一条路径， 为每只蚂蚁i建立一条路径， 
即一次搜索顺序 即一次搜索顺序Z⋯ 

初始化每只蚂蚁所分离的真 初始化每只蚂蚁所分离的真 

节点数目J⋯=0 节点数目『Ij =0 

选择RI I中第一个真节点，放入集l 选择 ’中第一个真节点，放入集l 
合中，并从R 中删除该节点 ， 台中，并从 i中删除该节点 ， 
且 J⋯=J⋯+1 且 ‘= +1 

遍历 I，逐个判断是否可以加入l 遍历 ”，逐个判断是否可以加 

到集合中，若可以删除该节点， 到簧 中 若可以删除该节点， 
且 =J⋯+1 且l，l_ =l，l Jl+1 

蚂蚁i所分离的真节点数目为 蚂蚁i所分离的真节点数目为 

L(i)=J 记录L(1)中最大值为 L(O=l，【【 记录L(i)中最大值为 

根据L(i)更新转移概率，NC=NC+I 根据L(i)更新转移概率，Nc：Nc+l 

， 

否 ≥ 否 
～  、 、  

输出最好解，并更新剩余真节点集 输出最好解，并更新剩余真节点集 

= +，}+j ：c：：：：：：：：：：：：：： ! ； ：：：：：：：：：：：： ； i =，+ 卜 
是【 

图4 算法流程图 

3．3 算法复杂度分析及改进 

对于任意布尔函数 F( ，zz，⋯ )，采用二进神经网络 



来实现 ，若理论上最少需要 L个隐层神经元，则上述算法所 

需进行的迭代次数约为 L*NC，若算法中使用 只蚂蚁，则 

该算法总的运行次数约为 L*NC*m，较基于几何学习算 

法l9 等一类算法采用枚举法在运算效率上有大幅度的提高， 

但该算法效率仍然不高，在具体算法中，随着真节点和伪节点 

逐渐被分离出去，根据运行情况分析，所需的蚂蚁数目以及迭 

代次数都可以相应地减少 ，进而可以减少总的运行次数，减少 

运行时间。另外，在几何学习算法中仅在核心节点选择上采 

用枚举法，故将上述算法进一步改进，仅在每次选择核心节点 

时运用蚁群算法，在选择核心节点后超平面扩张时从邻近节 

点开始，以减少相应的迭代次数，具体步骤如下。 

Stepl 初始化神经元数 目J一1； 

Step2 初始化迭代次数 NC=I； 

Step3 将 m只蚂蚁分布到未分离的真节点上； 

Step4 以样本点间的汉明距离及外信息素为变量的概 

率函数选择下一个真节点； 

Step5 规定蚂蚁走合法路线，即在一次循环中，每只蚂 

蚁不允许转到已访问的真节点，由禁忌表控制； 

Step6 在m只蚂蚁的每次循环中，得到真节点的访问顺 

序表R[ 一{R} ，R ，⋯，R }， 一1，2，⋯，m； 

Step7 针对蚂蚁i，第 J个隐层神经元所分离的真节点 

数目初始化为 —0； 

Step8 按照真节点访问顺序找到第 个神经元所分离 

的第一个真节点M删 一{A )，并将顺序表 R 中的 A儡 删 

除，且 一 +1； 

Step9 遍历顺序表Rl ，判断是否可以将顺序表中剩余 

真节点逐个加入到集合 嘲中，且与未分离的真节点及未分 

离的伪节点构成线性可分集，若可以加入，则将已经分离的真 

节点角标在顺序表R[ 中删除，并且J ]一 +I； 

Stepl0 第 i只蚂蚁所分离 的真节点数 目即为L( )一 

]
，蚂蚁 i在它每条访问的边上留下外激素L( )，并且记录 

当前L( )中的最大值L ，及取最大值所分离的节点集合 H 

与分离的第一个节点 ； 

StepJl 根据新得到的外激素L( )更新转移概率，NC= 

NC+I，若 NC小于预定的迭代次数，则转到 Step2；否则输出 

目前最好的核心节点 及分离节点集合 —HI 

Step12 交换 与 中节点的函数值，即真节点变为 

伪节点，伪节点变为真节点，J—J+I； 

Step13 在保证 ， )线性可分的前提下，向 中逐个 

加入尽可能多的与 V邻近的真节点； 

Step14 交换 与 中节点的函数值 ，J一 +I； 

Stepl5 若在保证( ，V)线性可分的前提下，V中没有任 

何节点可以加入到 的红色节点，在执行 Stepl6，否则执行 

Stepl3； 

Stepl6 若 中所有节点函数值相同，则执行 Stepl8，否 

则将已经分离开的 中节点标记为无关节点，在后续分离过 

程中不考虑这些节点； 

Stepl7 执行 Step2； 

Stepl8 输出结果。 

图5是具体流程图，图6是调用蚁群算法的流程图。 

图 5 改进算法的主流程图 

图 6 蚁群算法选择核心节点(调用程序) 

4 数值实例 

该算法主要用来解决存在多孤立样本的情况，对此，以5 

元及 6元奇偶校验为例来说明本文算法的有效性。 

表 1 神经元逐个分离的节点顺序(5元奇校验) 

神经元 每次所分离的节点 

S1 

S2 

S4 

S5 

01O1O： 

I1010，00010，01I10，01000，01011； 

10010，I111O，11000，11011，00110， 

00000，00011，01100，01111，01001； 

101l0，l0000，10011，1l100，l1111， 

11001，00100，001I1，00001，01101； 

10100，10111，10001，I1101，00101； 
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例 1 5元奇校验，即当(z ，．27z，．32。， ，z )中有奇数个 

“l''时，F(x1， 2，z3，z4，-z5)一0，偶数个“l”时，F(x1，z2， 3， 

z ，zs)一1，该算法的运行结果如表 l、表 2所列。 

表 2 分类超平面的系数及阈值(5元奇校验) 

其二进神经网络结构图如图7所示。 

图7 5元奇校验网络结构图 

，x5) 

例 2 6元偶校验，即当(z ，zz，z。，x ，z5，勘)中有奇数 

个“1”时，F(x1，J7,2，z3，z4，z5， 6)一1，偶数个“1”时，F(x】， 

zz，z。，x4，zs，zs)一0，该算法的运行结果如表 3、表4所列。 

表 3 神经元逐个分离的节点顺序(6元偶校验) 

神经元 每次所分离的节点 

S1 101100； 

S2 001100，111100，100100，101000，101110，101101 

011i00，000100，001000，001110，001101， 

s3 I1010o，II1000，11Iii0，III101，100000， 

100110，100101，101010，101001，101111； 

010i00，0I1000，011110，O11101，000000， 

000110，000101，001010，001001，001111， 

1i0000，I10110，110101，i11010，111001， 

111111，100010，100001，100111，101011； 

100011，111011，1101I1，I10001，110010， 

S5 00101I，000111，000001，000010，01111i， 

011001，011010，010101，010110，010000； 

S6 11001I，000011，011011，010111，010001，010010 

表 4 分类超平面的系数及阈值(6元偶校验) 

其二进神经网络结构图如图8所示。 

从实例 1、2可以看出，针对所有节点均为孤立节点的奇 

偶校验问题，该算法可以较为快速地使用简洁的网络结构来 

实现，解决了文献[7，113等较为困难的问题。 

结束语 本文提出了一种将蚁群算法与几何学习算法相 

结合的二进神经网络学习算法，其可以实现具有较多孤立节 

240 

点的布尔函数，以奇偶校验问题为例，该算法采用较为简单的 

结构即可实现，并且避免了几何学习算法中需要枚举搜索核 

心节点的缺点，而且所有的分类超平面及阈值均为整数，较易 

在硬件上实现 ，因而该算法成功地解决了奇偶校验等孤立节 

点较多的布尔函数实现问题。 

[13 

[2] 

[3] 

图8 6元偶校验网络结构图 
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