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一 种基于桶树的自动推理问题求解算法 
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摘 要 桶消元和连接树推理算法是处理自动推理问题的两种常用的推理算法。针对连接树推理算法中消息传播效 

率问题，提出了一种能有效进行消息传播的连接树推理算法JTR。针对桶消元推理算法BE处理多任务的自动推理 

问题效率低下的问题，采用连接树结构和连接树推理算法JTR的消息传播方式对桶消元算法BE进行改进和扩展，提 

出了一种桶树推理算法BJTR。通过对算法BE、BTE和 BJTR的时空性能分析发现：与同类算法 BTE相比，算法 

BJTR在空间略有下降的情况下提高了时间性能；针对多任务的 自动推理问题 ，与桶消元推理算法 BE相比，BJTR算 

法的空间略有下降，时间性能得到明显提高；并通过实例和实验进一步验证 了算法 BJTR针对多任务的 自动推理任务 

具有良好的时间性能。 
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Bucket-Tree Based Algorithm for Automated  Reasoning 
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Abstract The bucket elimination algorithm and the join-tree reasoning algorithm are popularly used for automated rea— 

soning．To improve the efficiency of message propagation in the join-tree reasoning algorithm，a new join-tree reasoning 

algorithm (called JTR)was proposed．Meanwhile，to handle the inefficiency of multi-task automated reasoning of the 

bucket elimination algorithm BE，a bucke~tree reasoning algorithm (named as BJTR)，based on the join-tree structure 

and message propagation mode in JTR，was further developed from BE．Our study shows that in comparison with the 

BTE algorithm，the proposed algorithm  BJTR improves the time performance while space performance decreases a lit— 

tle．Furthermore，as compared with BE，BJTR effectively reduces the demand on time-overhead while maintaining a 

slightly low space perform ance in the handling of multi-task automated reasoning．Meanwhile，both examples and experi- 

ments demonstrate that BJTR algorithm  has an obvious advantage in the time performance for multi-task reasoning． 

Keywords Automa ted reasoning，Mult~task，Bucket elimination，Join-tree，Bucket-tree 

1 引言 

自动推理可以解决不确定性推理和确定性推理领域的诸 

多问题，如：不确定性推理问题中概率推理领域的信度更新、 

最大概率解释、最大后验估计、最大效用估计等l1 ；确定性推 

理领域的约束满足及组合优化问题等I2。]。自动推理问题的 

求解算法包括精确推理算法和近似推理算法，变量消元推理 

算法和连接树推理算法_4 是两大类主要的精确推理算法。 

变量消元推理算法中最具代表性的是桶消元推理算 

法 ]，所有桶消元推理算法在推理功能和推理效率两个方面 

都比较接近，该类算法的时间复杂度为推理过程中所产生导 

出图的导出宽度的指数级。桶消元推理算法的优点是：推理 

过程简单、规范、易于实现，该类算法基于统一的算法框架，算 

法的一致性使得对一种算法的改进和扩展易于移植同类算法 

中的其它算法。桶消元推理算法的缺点是：一次推理过程结 

束后，只能完成针对一个单变量的推理任务，若需要实现对一 

系列变量或变量组合相对于新证据的查询，则需要有多次推 

理过程，因此针对多任务的自动推理问题，桶消元推理算法的 

推理效率较低。 

连接树推理算法中的代表算法主要包括 LS结构、ss结 

构及 Hugin结构等算法口 ]，该类算法的时间复杂度为连接 

树宽度的指数级。宽度最小的连接树为最优连接树，已经证 
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明构造一棵最优连接树是 NP问题[1 ，目前 ，已有一些方法 

可以构建近似最优的连接树口 。连接树推理算法存在连接 

树构造困难问题，在连接树构造过程中需要借助图论中诸如 

三角化、有弦图、子团等的相关操作和概念，但处于一致状态 

下的连接树推理算法可以完成对所有单变量和属于某一子团 

的变量集相对于新证据的查询任务，因此针对多任务的自动 

推理需求，连接树推理算法的推理效率较高。 

分析发现变量消元推理算法和连接树推理算法有很强的 

互补性，目前，已有学者通过不同的途径尝试将这两类算法进 

行融合，以达到取长补短的目的，其中具有代表性的工作是 

Cozman提出的一种针对贝叶斯网络概率推理问题 的桶树消 

元算法E 和Kask等人提出的BTE算法[1 “]。Cozman提出 

的算法在桶消元推理算法的桶与桶之间建立一种树结构 ，对 

两类推理算法的融合做了初步尝试，但所提算法仅针对贝叶 

斯网络的推理问题 ，且没有对所提算法与连接树推理算法的 

内在关系以及时空性能进行分析。Kask等人基于桶树结合 

的思想提出了一种面向 自动推理问题 的算法 BTE(Bucket 

Tree Elimination)，该算法能通过一次执行处理 自动推理问题 

的多任务，但与桶消元推理算法通过多次执行处理多任务相 

比，BTE算法的推理效率没有得到明显提高。 

针对多任务的自动推理问题中的概率推理问题、约束满 

足问题和组合优化问题，本文基于桶树结合的思想，提出了一 

种桶树推理算法 BJfTR(Bucket Join-Tree Reasoning)，该算法 

采用连接树结构和连接树推理算法的消息传播方式对桶消元 

推理算法进行改进和扩展。本文的工作主要包括以下 3个方 

面：①基于图模型给出自动推理问题的一种定义，并针对该问 

题中连接树推理算法的推理效率问题，提出了一种连接树推 

理算法 JTR(Joi~Tree Reasoning)；②针对多任务的自动推理 

问题，提出了一种桶树推理算法 BJTR，该算法通过在桶消元 

推理算法 BE(Bucket Elimination)中桶与桶之间建立连接树 

结构，提供了一种直观易实现的连接树构造方法，并采用连接 

树推理算法JTR对所建立的连接树进行推理；③分析并比较 

了桶消元推理算法 BE、桶树推理算法 BTE和本文所提算法 

BJTR的时空性能。 

以下描述中 表示变量集 X中的变量个数， 表示连接 

树中的节点个数 ，训 表示连接树的宽度 ，deg表示连接树的 

人度，sep表示连接树中最大的割集长度，W表示消元过程所 

产生导出图的导出宽度，r表示函数或关系表F的长度。 

2 自动推理 

文献E14]采用四元组按定义 1定义了图模型。针对所处 

理的自动推理问题，本文在对定义1中的组合运算进行简化 

的基础上给出了定义 2，该定义通过七元组来描述自动推理 

问题。 

定义 1 定义图模型为一个四元组 G一(X，D，F， )，其 

中①x={z1， 2，⋯， }表示变量集；②D一{Dl，D2，⋯， ) 

表示变量集 x中各变量的论域，其中D 对应变量z 的论 

域 ；③F={_厂l，l厂2，⋯，_厂r}表示定义在变量集 X上的函数集或 

关系集，即： 为定义在变量集s 的函数或关系，变量子集 

S 和其论域Dsi满足：S x；Ds D；④ ∈{Ⅱ ，∑ ， 

)表示不同的组合运算，其中。。 表示关系的连接运算。 

按此定义，可采用F中函数或关系的组合运算 表 

· 212 · 

示图模型。 

定义 2 自动推理问题可以定义成一个七元组 P一(X， 

D，F， ， ， ，{z ， ，⋯， }>，其中符号 x，D的定义同定 

义 1，其余符号的定义为：①F一{_厂1，． ，⋯，-厂r}表示定义在变 

量集 x上的函数集；② ∈lⅡ ，∑ }表示定义在函数集 

F上的组合运算；③ ∈{÷ ，一． }表示该定义中组合运 

算 的逆运算；④J， fE{Maxs Yf，Mins 厂， Yf}表示边 

缘化运算 ，其中S为 厂的定义域且y S；⑤ 自动推理问题为： 

针对待查询变量集{Z1， ，⋯， }，计算 z．⑧ 厂 ， Z，o 

．厂 一， z． f ，其中 EX，iE{1：t}。 

本文给出的定义 2是面向以下 3类具体的自动推理问题 

的。 

①不确定性推理问题中贝叶斯网络的概率推理问题。按 

照定义 2，概率推理问题中X对应于贝叶斯网络中的节点，D 

对应于贝叶斯网络中每个节点的论域，F中所包含的函数对 

应于网络中每个节点的条件概率分布表，组合运算为乘运算： 

o 一× ，逆组合运算为除运算： 一÷ 。概率推理任 

务主要包括变量集信度更新、最大概率解释和最大后验假设 ， 

其中信度更新中的边缘化运算为求和运算，即： v一∑ v为 

在变量子集 y上的求和运算；最大概率解释的边缘化运算 

为求变量全集x上的最大值运算： 一Maxx；最大后验假设 

的边缘化运算为求变量子集Y上的最大值运算：J， 一Maxr， 

其中y为 x的子集 ， y中变量在求解最大后验假设问题中 

为证据变量。 

②确定性推理中约束满足问题 CSP(Constraint Satisfac— 

tion Problem)。该问题中X对应于有限变量集，D对应于有 

限变量集x中每个变量的论域，F表示变量之间的基本约束 

集，每条约束限制了变量集赋值的组合。约束满足问题的解 

是为变量集中每个变量赋一个对应论域上的值，使 F中的所 

有约束得到满足。求解约束满足问题的目标是找到一个解或 

是全部解。约束满足问题存在不相容的情况，即在求解经典 

约束满足问题时，常常因为约束限制得太严格了，使得整个问 

题无解，这时通常转而求解使 F中不能被满足的约束最少的 

解，即：求解能满足 F中最多约束的解，相应的问题就称为 

Max-CSP，又称为组合优化问题。 

③组合优化问题 Max-CSP。该问题 中 X对应于有限变 

量集，D对应于有限变量集x中每个变量的论域，表F对应 

于实值表示的代价函数，表示相应约束不被满足的代价，该问 

题组合运算为和运算： 一+ ；逆组合运算为差运算：o 

一 ；边缘化运算为求最小值运算：JJ 一Minx，组合优化 

问题是求解具有全局最小代价的变量集 x的一个完全赋值。 

本文对约束满足问题和组合优化问题的描述进行了统 
一

，将约束满足问题作为组合优化问题的特例进行求解，即： 

约束满足问题对应组合优化问题的目标代价函数值为零的情 

况，当组合优化问题的解满足F中所有的约束时，即：代价为 

零时，该解为相应约束满足问题的解。因此，定义 2中，F一 

{fl，_厂2，⋯，．  }表示定义在变量集 X上的函数集，在不确定 

性推理中， ，iE E1：r]对应于不同的条件概率分布函数；在 

确定性推理中， ， ∈[1：r]对应于实值表示的相应约束不被 

满足的代价函数，进一步，定义2中定义在函数集 F上的组 

合运算集 E{II ～． )中也就不再包含定义 1中关系的 



连接运算。。 。 

3 自动推理问题的桶树推理算法 

3．1 连接树推理算法JTR 

首先针对定义 2所描述的自动推理问题，给出如下的一 

种连接树定义。 

定义3 定义自动推理问题 P一(X，D，F， ， ， ， 

{ ，Z2，⋯， })对应的一种连接树为(T，；[， ， ，M)，其中 

T=( ，E)为树结构， 表示 丁中的节点集 ，E表示 T中的边 

集，对于 中的任一节点 ，iZ(v~)为分配到 中的一个属于 

x的属性子集， ( )为分配到 "O／中的一个属于F的函数子 

集， ( )为 ( )中的所有函数的组合运算结果，即： ( ) 

x； ( ) F； ( )一 ∈ ) ，M表示在 E中不同边上传 

播的消息；同时<T，；[， ， ，-iV／)满足以下条件 ： 

①对于F中的任一定义在变量集S。上的函数 ，存在 

中的唯一节点'Ui与其对应，即满足：S )[(让)，̂ E ( )； 

②连接树满足连接性，即：若 x中某一变量z 同属于树 

结构T中节点 和 ，，则( ， )对应于连接树 ，，中的一条 

路径，且该路径上的任一个节点 均包含节点z ，即满足：Xi 

E-；[( )； 

③对于 V E{Z1，Z2，⋯， }， ，E V，满足： ；[ 

( )。 

连接树 T的宽度 叫 为连接树中不同节点 所包含的 

变量集长度的最大值，即：叫 一max,o~∈ l ( )l。连接树中 

连接相邻节点( ， )的边称为连接树的超级边，该边对应于 

连接树的割集 =X( )n ( )。对应于问题 P的符合定 

义 3的树结构均为该问题的连接树 ，显然，对应于问题 P的 

连接树不是唯一的。 

图 2为图 1所示的贝叶斯网络对应的一种连接树结构， 

该图中"ol为连接树的根节点。连接树推理算法的推理过程 

就是以根结点为中心，通过 自下而上和 自上而下两个阶段的 

消息传播使连接树进入一致状态后，完成各种推理任务。在 

两个阶段的消息传播过程中，连接树中任一节点 在收到除 

第忌个邻居节点之外的其它邻居节点传播过来的消息后，才 

能按式(1)计算向其第忌个邻居节点传播的消息M 。 

』、 = ∈ ) ≠̂』、 (1) 

针对同一棵连接树，消息传播方式的不同会导致推理效 

率的不同，为了提高连接树推理算法的推理效率，本文针对满 

足定义 3的自动推理问题提出了一种连接树推理算法 JTR， 

该算法通过对连接树推理算法的消息传播方式进行改进，以 

达到避免冗余计算的目的。算法 JTR首先根据分配到妒(让) 

中的不同函数 按组合运算对每个节点 的 (让)进行初 

始化，即： (让)= ∈ ) ，然后在自下而上的消息传播过 

程中根据节点让的子节点 传播上来的消息 按组合运 

算 ( )一 (让) 及时更新 ( )，进而能够实现在 自上 

而下的消息传播过程中，按式(2)仅通过一次逆组合运算即可 

完成父节点让对子节点 所传播的消息M 的计算。因为式 

(2)满足： 

一 ( ) 一( ∈ ( ) ) 

一  ∈ ) ≠ 

故与式(1)在本质上是一致的。 

一 ( ) 

图 1 一个贝叶斯网络 

(2) 

图 2 图 1中贝叶斯网络对应的连接树 

算法JTR的描述如下： 

输入 ：自动推理问题 P一(x，D，F， ， ， ，{zl，z2，⋯，z })及其对 

应的连接树(T，X， ，t』】，M)。 

输出：一致状态下的连接树(T，)c， ， ，M>及自动推理问题的求解。 

①初始化：T中每个节点 对应的 (v．)函数或关系初始化为： ( ) 

一  

∈ f ； 

②自下而上的消息传播阶段：从连接树的叶节点开始，每个节点 在 

收到其所有子节点传递过来的消息后按运算：M — c (v，)；‘jJ 

(v )一 (v{) i向其父节点 vi传播消息，并根据传播过来的消息 

更新父节点 对应的 (v{)；叶节点直接向其父节点传播消息； 

③自上而下的消息传播阶段：从连接树的根节点开始，每个节点 v．在 

收到其父节点 传播过来的消息后按运算 ： j一 {lc (vi)；Mji— 

Mji Mij；g,(vi)一 ( ) Mji向其子节点 vi传播消息，并根据传播 

过来的消息及时更新子节点 、7i对应的 ( )；根节点直接向其子节 

点传播消息； 

④两次消息传播结束后，连接树进入一致状态，根据一致状态下的连 

接树进行问题求解：对于任一 Zk，kE E1：t]，I．若 zk属于 Ci{，则 

4I z．Mj M 为问题的解；II．若 zk不属于任一 ，则 zk一定属于 

连接树中的某一节点 v；，则 U Zk (v )即为问题的解。 

图3为在图2所示连接树上采用JTR算法的消息传播 

方式进行两次消息传播后对应 的一致状态下的连接树，然后 

按照算法 JTR的运算步骤④可以完成不同的推理任务。 

JTR算法在其消息传播过程中根据所传播的消息及时更新相 

应节点Vi的 ( )函数，因此图3所示连接树节点让中 ( ) 

对应的是该函数在连接树处于一致状态下的取值，割集 中 

( )对应的是该函数在消息传播不同阶段的取值，割集 

中 一 ( )一 C
-

Ⅱ
~ i) 置 ( > )，其中 ( )对应 

于自下而上的消息传播过程中节点 的 函数，割集 中 
一  

(q)÷ = 卫 、 ⅡM ( < )，其中 ( )对 ‘ ，'∈ ) k~-i 

应于自上而下的消息传播过程中节点 中的 函数，与节点 
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在一致状态下 函数是相同的。如：割集 C2 中 M 一∑ 
5 

( )一∑P(z 【z。，z。)×M4 ，其中 ( )对应 自下而上的消 
5 

息传播过程中节点 。的 函数，与一致状态下连接树中节点 

中的 ( )甬数是不同的；割集 1中Mz一(∑ ( ))÷ 
z1 

1一(∑P(x1)×P(x2 I,721)×P(x3【z1)× 1×M31)÷M21 
q  

一 ∑P(x1)×P(z2 1．721)×P( 3 I 1)×Mj1，其中 ( )对应 自 
1 

上而下消息传播过程中节点"01的 函数，与一致状态下连接 

树中节点 中的 ( )函数是相同的。 

图 3 图2所示连接树的两次消息传播 

定理 1 假设 自动推理问题 P中函数表 F的长度为 r， 

该问题对应连接树 T中的节点个数为 ，连接树的宽度为 

，则 JTR算法的时间复杂度为 0(( +r)·exp(叫 ))， 

空间复杂度为 0( ·exp(w ))。 

证明：①连接树 丁中所有节点的IIfl函数初始化的时间复 

杂度：假设分配到节点 中的函数_厂 的个数为r ，则节点Vi 

的 函数初始化的时间为r ·exp(?[(让)I，所有节点的 函 

数初始化的时间为∑ ·exp(Z(v1)1)，又 l；[(让)I≤训 ，则 

初始化过程的时间复杂度为 O(r·exp(w ))。 

②连接树 T中两次消息传播的时间复杂度：I．计算存储 

连接树中每个割集 ，中的消息所需要的时间为 O(exp(I 

(v1)n ( )))；II．计算连接树中每个节点 向其邻居节点 

， 传播消息所需要的时间为0(exp(1 z( ))+exp(1 ( ) 

n)C(vj)I))；III．更新节点 中 函数所需要的时间为 O(exp 

(1)[( )1))；假设连接树 T中节点 的邻居节点的个数为 

，则两次消息传播过程所需要 的时间为 ∑ ·O(exp(1 7[ 

( )1)~2exp(I ( )n ( )I)+exp(I ( ))，又lZ(让)1≤ 

训 ，i∈E1： ]，两次消息传播过程的时间复杂度为 O(n · 

exp(w ))。综合 ①和②，则 JTR算法 的时间复杂度为 O 

(( +r)·exp(w ))。 

~JTR算法存储割集 传播的消息M 和M 所需要的 

空间为2exp(I })，JTR算法存储节点 让中 ( )函数所需 

要的空间为 exp(I Z( )1)，又连接树 T中共有 个节点，则 

JTR算法所需空间为 ·exp(1；g(v1))+2(n 一1)·exp(1 

1)，又l j≤I；(( )l≤叫 ，则 JTR算法的空间复杂度为 

0( ·exp(w ))。故得证。 

文献[14]提出了一种处理 自动推理问题的连接树推理算 

法 CTE，分析发现该算法在消息传播的过程中和消息传播结 

束后推理计算中均存在冗余计算。假设连接树的人度为 

deg，连接树中割集的最大长度为 sep，CTE算法的时间复杂 

度和空间复杂度分别为 O(( +r)·deg·exp( ))和 
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O(n ·exp(sep))。与CTE算法相比，JTR算法的时间复杂 

度与连接树的稠密程度无关，时间性能有明显改善，原因在于 

JTR算法在自上而下的消息传播中仅通过一次逆组合运算即 

可计算向子节点所传播的消息，并在消息传播结束后的推理 

任务的完成中也能有效地避免冗余计算。因sep~w ，相比 

于 CTE算法，JTR算法在改善时间性能的同时可增加空间开 

销，但这一问题在下文的桶树结构的连接树推理算法 B】TR 

中并不突出，因为在BJTR算法中sep和训 之问满足关系： 

gp一叫 一 l。 

3．2 桶消元推理算法 BE 
～  

针对定义2所描述的自动推理问题P一(x，D，F，⑦，o， 

，{ ，Z2，⋯， })，桶消元推理算法 BE根据给定的消元顺 

序 一(z1 ，z2 ，⋯，z )建立 个桶 B ，( 一1，2，⋯， )，并在 

完成一次自下而上的消息传播后，在桶 B 进行 于-z 的自 

动推理问题的求解。 

算法 BE的描述如下： 

输入：自动推理问题 P一(X，D，F， ，o，U，{X ，变量消元顺序 

d一 ( l ， 2 ，⋯ ，xn )。 

输出：关于 d中首变量 X 的自动推理问题求解。 

①初始化：将 F中各个 f 分配到定义域 S在 d中序号最大的变量 x． 

所对应的桶 Bx 中； 

② 自下而上的消息传播阶段：按 d的逆序 Xn 一x 依次进行消元，假 

设待消元变量 所对应的桶 Bx，中的函数集为{ ， ，⋯， ，}，相 

1 

应的定义域为／sl，Sz，⋯，Sj}，若记U．一U SI一{x )，则有： 一U u 
L—  

，并将 传播到其定义域 U 在 d中序号最大的变蕈 xk 所对应 
j— l 

的桶B k中； 

③消息传播结束后，在桶 Bx_，中进行关于 x_ 的自动推理问题的求解， 

即：U ， ∈B ， 为所求自动推理问题的解。 
1 

图 4为桶消元推理算法 BE在图 1所示的贝叶斯网络上 

按 一{z ， z，⋯， s}的逆序进行消元所对应的一次消息传 

播过程，消息传播结束之后，可在桶 B 中完成变量 -z 的信 

度更新、最大后验假设等概率推理任务。 

图 4 BE算法的一次消元求解过程 

图模型G一(X，D，F，o>的初始图(Primal Graph)G 定 

义为G对应的无向图，满足：对 F中任一 厂 的定义域S 中任 

意的节点对 V(而，西) Si， 一1，2，⋯，r，在 中节点 z，和 

之间均存在一条对应的无向边[“]。 

BE算法按给定消元次序 d求解 自动推理问题 P的过程 

对应于导出图G 的产生，导出图 的初始值为问题P对应 

的初始图G ，在按 d的逆序对 G 的各节点 z 进行桶消元产 

生导出图G 的过程中，在 中z 的所有邻居节点之间添 



加无向边。BE算法的时间复杂度取决于导出图 的导出宽 

度_】 。假设 自动推理问题 P中变量集 X包含的变量个数为 

，表 F的长度为r，桶消元推理算法 BE求解问题 P过程中产 

生的导出图的导出宽度为 ，则桶消元推理算法 BE的时间复 

杂度为 0((72+r)·exp(叫+1))，空间复杂度为 0( ·exp 

( )。 

3．3 桶树推理算法 BJTR 

桶消元推理算法在一次消息传播过程结束之后只能完成 

针对单个变量的自动推理任务，因而该算法不适用于多任务 

的自动推理问题。连接树推理算法在一次消息传播过程结 

束，连接树进入一致状态之后可以有效地处理自动推理问题 

的多任务，但连接树推理算法存在连接树构造困难等问题。 

本文结合两类算法的优点，提出了一种桶树推理算法BJTR。 

桶树推理算法 BJTR在根据算法 BE按有序序列 d一 

(z ， z ，⋯，．z >进行消元所产生的桶与桶之间建立一种树 

结构(T， ， ， ， 。T中的每一个节点 对应于算法BE消 

元过程中一个桶 ．，；假设 为算法 BE在其消元推理过程 

中产生的导出图，则x( )为z 和z 在G 中的所有邻居前 

驱节点构成的节点子集； ( )为F中元素_厂 构成的函数子 

集，其中 满足其定义域在d中序号最大的变量为 ； 

( )将被初始化为 ( )一 ‘ )fi； 在连接树 T中的父 

节点为2C 在G 最邻近的邻居前驱节点z 在丁中对应的节 

点 ， 一；[( )n ( )为连接树 丁中连接节点 和 的 

边对应的割集，M表示在连接树边上传播的消息。 

定理 2 桶树推理算法 BJTR中建立的树结构是一种连 

接树结构 。 

证明：①BJTR算法中桶树的每一个节点 对应的变量 

集 (v1)为 Xi 和 z 在导出图 G 中的邻居前驱节点集；② 

BJTR算法中桶树的每一个节点 对应的 (让)为 F中满足 

其定义域在d中序号最大的变量为5C 的 构成的子集；根 

据①和②，可知BJTR算法中所建立的树结构满足连接树定 

义 3中的第①个条件，即：V ∈F，存在唯一 ∈V，满足 

∈ ( )ft Si ；[( )；③证明针对 BJTR算法树结构 T中的 

任一连接节点 和 ( < )的路径，如果变量 魏 同时属于 

： 和 ，，则 属于树 T中该路径上的任一节点和割集。因 

为 属于节点 和 ，则 魏 一定不是在节点 中消元的， 

则 魏 属于 和其父节点 的割集 C ，根据桶树的构造过 

程，则 z 一定属于连接割集 C 的另一子团 ，如果 即为 

， ，则得证；如果 不为 ，，则同理魏 一定属于树结构中 

的父节点 和相应割集C ，一直进行下去，直到父节点为 

为止，即：BJTR算法中建立的树结构满足连接树定义 3中 

的第②个条件；定义3中的第③个条件显然是满足的。故得 

证 。 

桶树推理算法BJTR在基于桶消元推理算法 BE进行消 

元推理产生的桶之间建立一种连接树结构，并采用算法 JTR 

的消息传播方式进行消息传播，使桶树结构进入一致状态后 

进行自动推理问题的求解。 

算法 BJTR的描述如下 ： 

输入：自动推理问题 P一(x，D，F， ， ， ，{z1，z2，⋯，Z }>，变量集 

的一个有序序列 d一(X ，X ，⋯ IXn )及该序列对应的导出图 

Gd 。 

输出：一致状态下的连接树(T，X， ， ，M)及自动推理问题的求解。 

①初始化：根据算法BE按有序序列 d消元求解过程中所产生的桶 

建立连接树<T，X， ， ，M)； 

②采用 JTR算法的步骤②、步骤③进行两个阶段的消息传播，使连 

接树进入一致状态，并按JTR算法的步骤④进行 自动推理问题 

的求解。 

针对图 l所示 的贝叶斯网络，图 5为 BJTR算法按消元 

顺序 一(z ，zz，⋯， s)进行两次消息传播的过程及消息传 

播结束之后一致状态下的连接树。根据一致状态下的连接 

树，在不同的连接树结点中可以完成对所有节点的信度更新、 

最大概率解释等推理任务。 

图 5 一致状态下的桶树 

定理 2证明了算法 BJTR建立的树结构是一种连接树结 

构，又 BJTR采用 JTR算法的消息传播方式，故算法 BJTR是 

连接树消元推理算法 JTR的一个实例。 

定理 3 假设 自动推理问题 P中变量集 X包含的变量 

个数为 ，表 F的长度为 r，桶树推理算法 BJTR求解 问题 P 

过程中产生 的连接树 的节点个数 为 ，连接树 的宽度为 

叫 ，相应导出图的导出宽度为 W，则BJTR算法的时间复杂 

度为 O(( +r)·exp(w+1))，空间复杂度为 O(n·exp(w+ 

1))。 

证明：BJTR算法为JTR算法的一个实例，而JTR算法 

的时间复杂度为 O(( +r)·exp(W ))，空间复杂度为 

O(n ·exp(w ))，则 BJTR算法的时间复杂度为 O(( +r)· 

exp(w ))，空间复杂度为 O(n ·exp(w ))。故得证。 

针对同一 自动推理问题和相同消元次序，连接树推理算 

法中的连接树宽度 w 和桶消元推理算法中导出图的导出宽 

度 W之间满足叫 = +1，又桶树推理算法 BJTR连接树中 

节点个数 与桶 消元推理算法 的桶个数是一致 的，因此 

BJTR算法中连接树的节点个数和该推理问题P中变量集x 

包含的变量个数均为 ，即是一致的，满足： 一 ，则 BJTR 

算法的时间复杂度为 O(( +r)·exp(w+1))，空间复杂度 

为 0( ·exp(w+1))。故得证 。 

4 算法 BJTR的性能分析 

文献[14]提出了一种连接树推理算法 CTE，并基于该算 

法提出了一种桶树推理算法 BTE，算法BTE的时间复杂度 

为 0(( +r)·deg·exp(w+1))，空间复杂度为 O(n·exp 

(sep))，又桶树推理算法中的割集最大长度 sep和连接树宽 

度W 之间满足sP =叫 一l=w，则 BTE算法的空间复杂度 

为O(n·exp(w))。针对图模型表示的自动推理问题中的单 
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任务和多任务 ，表 1给出了BE算法、BTE算法和 BJTR算法 

的时空性能比较，从表 1可以看出，针对 自动推理问题中的单 

任务 ，算法 BJTR的时间性能与 BE算法相 当，但 明显优于 

BTE算法，空间性能略有下降；针对自动推理问题中的多任 

务，与BE和 BTE算法相比，BJTR算法的空间性能略有下 

降，但其时间复杂度是 BE算法时间复杂度的 1／n，是 BTE算 

法时间复杂度的1／deg，BJTR算法均具有明显的时间性能优 

势，因此针对多任务的自动推理问题，相对于 BE和 BTE算 

法，BJTR算法的时间效率能得到明显改善，这一改善在实时 

的针对所有变量的优化搜索问题中对搜索效率的提高是非常 

重要和明显的 。 

表 1 BE、BTE和 BJTR的时空性能比较 

任务 单节点的查询 所有节点的查询 

苎兰 堡查鏖 

法 

m 算法 ’ 

哪 算法 

空间复杂度 时间复杂度 

0(11· O(n·(13 r)· 

exp(w)) exp(w十1)) 

O(n· O((n斗r)·deg· 

exp(w)) exp(w+1)) 

0(n· O((n十 r)· 

exp(w+1)) exp(w+1)) 

本文在标准贝叶斯网络 Asia上_1 ，根据证据节点 B和 

E完成网络中所有非证据节点的信度更新需求，表 2记录了 

BE、BTE和BlTR算法完成这一任务所需要的加、乘和除 3 

种基本运算次数。表 2中(×，÷，+)栏记录的是乘、除和加 

3种基本运算次数 ，Total栏对应的是 3种基本运算次数之 

和。表2第一列中单节点对应以该节点为节点序的第一个元 

素的 5个不同的节点序列，相应行中的运算次数为根据这 5 

种不同的节点序列进行信度更新所需要的不同运算次数的均 

值；最后一行第一列的节点序列为该网络中当前所有非证据 

节点的一个序列。 

表 2 BE、BTE和 BJTR的运算量比较 

(116， ，42) 158 

(92， ，36) 128 

(74，一 ，32) 106 

(56，一 ，24) 80 

(114，一，48) 162 

(72， ，30) 102 

(468， 

(362， 

(314， 

(210， 

(510， 

(328， 

，136) 604 (2O0，38，148) 386 

，82) 444 (164，36，76) 276 

，84) 398 (132，30，92) 254 

，72) 282 (100，22，66) 188 

，130) 640 (210，42，126) 378 

，96) 424 (140．28，92) 260 

BE算法每次只能实现对节点序中第一个节点的信度更 

新，表中BE算法栏所对应不同节点序的各行记录的是完成 

节点序中第一个节点信度更新的基本运算量，该栏的最后一 

行为该栏中其它各行运算次数之和，即为对网络中所有非证 

据节点进行信度更新的基本运算量的统计。BTE和BJTE算 

法通过一次消息传播可以完成对网络中所有非证据节点的信 

度更新，表中BTE和BJTE栏的最后一行给出的是上面各行 

根据不同节点序对所有非证据节点进行信度更新的运算量的 

均值，故表 2中最后一行记录的是不同算法完成所有非证据 

节点信度更新的基本运算量。 

从表 2可以看出，针对单个变量的信度更新，BE算法所 

需要的运算次数是最少的，但针对多节点的信度更新(此处为 

6个节点)所需要的运算次数是最多的，总运算次数为 736。 
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BJTR算法所需要的运算次数是最少的，总运算次数为 291。 

从表 2还可以看出，根据各种不同的节点序完成对所有非证 

据节点的信度更新，BJTR算法所需要的总运算次数总是少 

于BTE算法所需要的总运算次数。 

为了进一步分析 BJTR算法的时间性能，本文根据文献 

E16]中的贝叶斯网络生成算法 BNGenerator生成不同规模不 

同结构的贝叶斯网络，并选择一种节点序生成桶树结构的连 

接树，然后在连接树中分别采用算法 BJTR算法和BTE算法 

进行消息传播，算法BJTR和BTE均可在邻接树处于一致状 

态下完成对贝叶斯网络中所有非证据节点的概率查询任务， 

而 BE算法则需要以不同非证据节点作为消元序列的首元素 

进行多次消元及消息传播来完成对贝叶斯网络中所有非证据 

节点的概率查询任务。表 3中 表示贝叶斯网络中的节点个 

数，m表示贝叶斯网络中不同节点的最大状态数，Par表示贝 

叶斯网络中不同节点的最大父节点数，e表示贝叶斯 网络中 

的证据节点数，针对完成相应贝叶斯网络中所有非证据节点 

的概率查询任务，TP 表示算法 BJTR和 BE所需时间之比， 

TPz表示算法 BJTR和 BTE所需时间之 比，所有比值均为在 

1O个相同规模和类似结构的贝叶斯网络上运行时间之比的 

平均值。从表3可以看出，网络规模越大，相比于算法 BE，算 

法 BJTR的时间性能优势越明显；网络规模越大，网络结构越 

复杂，相比于 BTE，算法 BJTR的时间性能优势越明显。实验 

测试环境是 PentiuI1 CPU3．00 MHz 2GB内存的 PC机，算 

法实现环境为Windows XP+Matlab7．0。 

表 3 BE、BTE和BJTR的时间性能比较 

结束语 针对特定领域 自动推理问题中的多任务 ，结合 

桶消元推理算法和连接树推理算法的优点，提出了一种桶树 

推理算法 BJTR，该算法根据桶消元推理算法BE在消元过程 

中产生的桶与桶之间建立一种连接树结构，并采用连接树推 

理算法JTR的消息传播方式进行消息传播。桶树推理算法 

BJTR既具有连接树推理算法 JTR的自动推理功能和推理效 

率，又能解决连接树推理算法所面临的连接树构造困难问题， 

同时保留了桶消元推理算法的简单、易理解、易实现、易扩展 

等优点。通过对算法的时空复杂度的分析显示，相对于桶消 

元推理算法BE，桶树推理算法BJTR在多任务需求下能够有 

效地提高推理效率；与同类算法 BTE相比，算法 BJTR在空 

间性能略有下降的情况下提高了其时间性能；并通过实例和 

实验进一步验证了算法BJTR具有良好的时间性能。在后续 

的工作中，将进一步研究自动推理问题的统一、高效的算法框 

架，并尝试将算法 BJTR应用到广泛的实际问题领域，用于求 

解自动推理问题中的多任务。 

度一 ” 一 一 

一8  7  9 —6  3  8 —6  5 3 —9 7  8  

r 一1  2  2 —2  3  3 —3  4 5 —3 4  5  

、一2 3 7—2 5 9—7 1 7—6 1 7 n— &一 " 一 孔一勰 

一 0 4— 3 4—0 4 一。4 
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表 4中，当最小支持度为 7 时，最大频繁项集长度为7， 

故有 2到 7长度的规则；当最小支持度为 30 时，最大频繁 

项集长度为5。‘D’表示不存在该长度的频繁项集，‘0’表示 

该长度下频繁项集产生的最小关联规则个数为零。 

从以上实验不难看出，本文提出的 GMAR方法能大大减 

少规则数目。相比SAR方法，若挖掘出的规则中后件包含一 

项的过多或者前件项数很多，且包含大量的冗余、重复项，那 

么 SAR方法并不能有效地减少规则数 目和进行规则项集的 

简化。GMAR方法却克服了这一点，始终会输出最简的、无 

冗余的规则集合。 

结束语 本文通过分析传统关联规则挖掘方法在规则提 

取子问题中的不足，提出基于项集依赖关系的最小关联规则 

挖掘方法。该方法用较少的规则实现了原始规则集的一种近 

似无损表述；并且 ，较 SAR方法而言，本文提出的方法能更进 

一 步地减少规则数 目，从而找到更加简洁的、规则的前件和后 

件均不包含冗余项的关联规则。然而，由于目前生成的频繁 

项集仍然过多，接下来将着重研究该方法在闭包频繁项集挖 

掘模式下的应用和如何利用最小关联规则集推演原始规则 

集，实现规则集的无损表述等问题。 
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