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一 种非精确求解结构型变分不等式的渐近点算法 

陈小彪 李耿华 梁 娟 王建军 

(太原工业学院理学系 太原030008) (重庆大学数学与统计学院 重庆 401331)。 

摘 要 近来，交替方向法成为了学者们研 究的热点。对于一类子 问题能够精确求解的变分不等式，该算法是有效 

的。然而，在 实际问题 中，变分不等式的子问题是非常困难甚至是不可能精确求解的。在渐近点算法的基础上得到一 

种非精确的渐近点算法，使得变分不等式子问题具有显式解，通过简单的预测校正步得到子问题的解。在合理的假设 

下，算法的收敛性得到了证明，一些数值 实验表明了所提算法的有效性。 
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Inexact Proximal Point Algorithm for Structured Variational Inequalities 

CHEN Xiao—biao LI Geng-hua LIANG Juan WANG Jian-jun 

(Department of Science，Taiyuan Institute of Technology，Taiyuan 030008，China) 

(College of Mathematics and Statistics，Chongqing University，Chongqing 401331，China)。 

Abstract Recently，the alternating direction method of multipliers has attracted great attention．For a class of variatio- 

nal inequalities，this method is efficient，when the subproblems can be solved exactly．However，the subproblems could 

be too difficult or impossible to be solved exactly in many practical applications．In this paper，we pmpos~ an inexact 

proxi-mal point method based on proximal point method．The subproblem is simple to have a closed forrn solution．In— 

stead of solving the subproblems exactly，we used the simple projection-correction method tO approximate the subprob— 

lems’real solutions．Convergence of the proposed method is proved under mild assumptions and its efficiency is also 

verified by some numerical experiments． 

Keywords Structured variational inequality，Alternating direction method，Proximal point method，Prediction-correction 
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1 引言 

自20世纪 6O年代以来，有限维变分不等式的理论和算 

法得到了迅速的发展 ，并且被广泛应用于计算机科学、经济平 

衡理论、交通运输、社会经济模型、凸优化等领域，详细可参考 

文献[卜5]，因此变分不等式问题的研究和应用已经成为数学 

中的一个热点。一个可分离结构的变分不等式问题(ig作 Ⅵ 

(n，F))即为找到一个向量 uEQ，使得 ： 

( --u) F( )>1o，V“ ∈Q (1) 

其中 

“一 ( ) ( ) 
且 

Q：={( ， )：Ar+B 一6，z∈X，yEY} (3) 

其中，XCR”1和 Yc 2是非空 闭凸集 ；A∈ 1和 B∈ 

z是给定的矩阵；bE 是给定的向量；l厂：X一 1和 g： 

y-+R"z是给定的单调映射 ，且 +拖一 。 
一 种求解 VI(Q，F)的基准算法是交替方向法，最初由文 

献[43给出证明，且已经得到广泛 的研究，可参考文献[5—1o3 

等。对线性约束Ar+B 一6引入拉格朗 日乘子 ∈Rm，采用 

交替方向通过如下的迭代序列法求解问题 (2)和问题(3)：对 

于给定的点 一( ， ， )，找到 一( ， ， )，使得 

f( 一j ) {，( )--A [ ～ (A； +B --b)])≥o， 

I V ∈x 
( 一 ) {g( )--B 一 + 一6)]}≥o， 

+ 

，∈y 

其中， (卢l>O)是给定的对线性约束的罚参数。 

交替方向法能够使大规模的变分不等式问题转化为两个 

小规模的子变分不等式问题。然而，在许多实际问题中，如果 

子变分不等式问题难以精确求解，交替方向法或许会失效，很 

多学者提出了一些策略来解决该问题。文献[11]提出了一种 

非精确并行分裂算法；文献[12—13]提出了一种非精确交替方 

向法；文献[143将非精确交替方向法推广到具有多个算子的 

凸优化问题中。以上文献都说明了非精确算法在某些问题中 

的应用。本文提出了一种非精确的渐近点算法，使得子变分 

不等式问题具有显式解，从而容易求解。 
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2 预备知识 

使 _l· l_·ll z表示欧氏范数且对V ∈R ，ll lI一 

．z一 r。对非空闭凸集 n，采用 Pa(·)表示在欧氏范数下向 

Q的投影： 

Pn( ’)=arg rain{ ’一 『l 1yEQ} 

引理 1 设 flCR 是非空闭凸集，Pn(·)为上述所定义 

的投影 ，则有： 

(“一Pn(“)) (Pn(“)一叫)≥0，V z,／∈R ，Vw∈Q 

本文做如下假设 ： 

假设 1 在欧氏范数意义下，易计算 向集合 X和集合 y 

的投影。 

假设 2 算子 _厂( )和 g(j，)在集合 X和集合 y上是单调 

且 IApschitz连续的，不必知道 厂( )和 g(3，)的 Lipschitz常 

数 。 

假设 3 变分不等式问题(1)一问题(3)的解集非空。 

3 求解问题(1)一问题(3)的非精确渐近点算法 

G一 一 

。 0

0 HB

0 ] G一} p + 一B I l —B H J 
f(1一 邶 O —B H～ 

其中，p>o，对于给定的正定矩阵 H∈ ，一般选择 H= 

tI，f>O；O~v<51，G和G1是正定对阵矩阵，记矩阵 Gl的最 

小特征值为 ，则 Gj—A (G1)： >O。 

算法 1 求解问题(1)一问题 (3)的非精确渐近点算法 

Stepl 设 g>0，w0一 (x。，Y。， 。)∈R“1×R“2×R 

H∈R 是正定矩阵，O<v<1，7∈[1，2)，另 k=0 

Step2 预测步 

对给定的 w ：(x ，y ， )，通过如下迭代找到 =( ， ， )。 

Step2．1 x 一Px(xk-BU(x )一A ( --H(Ax +By 一b)])(4) 

其中，8>0是给定的合适的参数，且满足 

p II 2}≤e ll xk～ }}， =fix )--f(x )+A HA(x 一 ) 

Step2．2 ： 一 H(Ax + By --b) (5) 

Step2．3 一PY(yk--13[g(y )一BT( —H(A +Byk—b)])(6) 

其中，8>O是给定的合适的参数，且满足 

p_l Il≤e l 2 y 一 {{， 一g(yl【)--g(y )+BTHB(y 一 ) 

Step3 校正步 
w  十 l— w  一 ad(wk， ， ) 

其 中 

d(w ， ， )一G(w 一茹 )--~ ， 一( ， ，o) 

步长 n由如下方法得到： 

熹簿 
和 

(w ，w～ ，∈k)=}f w 一 lI g～(w 一 ) ∈k (7) 

4 非精确渐近点算法的收敛性分析 

引理 2 设 (训 ，w～ ， )由式(7)定义， i (G1)=31，则 

对任意的 k可得： 

(叫 ，面 ， )≥ Il叫 一面 II 

证明：利用Cauchy-Schwarz不等式和 的定义可得： 

一 c叫 ～Wk)T~k≥一 ( ：二 ：) (卢：1 p0一 )( ：二 ：) 
然后，利用 ( ，w～ ， )的定义易得： 

(叫 ， ， )≥ l1 w 一 lf 6 ≥ fl伽 一w～ ll 

引理 3 设 {w }是由算法 1得到的序列，且 w ∈w ， 

则有： 

(叫 一硼 ) d(w ，w～ ， )≥ (伽 ，面 ， ) 

证明：式(4)一式(6)分别等价于： 

( 一； ) (／( )一A + 一 (； 一．r )+髻)≥O (8) 

( 一 ) (( + --b)一B( 一 )+H一 ( 一 

))≥O (9) 

( 一 ) (g( )一B + ( 一 +B HB)( 一Y )一 

B ( 一 )+ )≥O (10) 

设 硼 一( ，Y ， )为变分不等式问题(1)一问题(3) 

的解 ， ∈X，Y EY，得到： 

(； 一 ) (厂(．T )--ATe． )≥O (11) 

( 一3， ) (g( )一BT )≥o (12) 

将式(8)和式(11)相加，并利用 -厂( )的单调性可得： 

( 一 ) (J9一 ( 一 )一 )+( 一 ) A(j 一 

_T )≥0 (13) 

将式(10)和式(12)相加，并利用 g( )的单调性可得： 

( 一 ) r((口一 + BTHB)( 一 )一BT( 一 )一 

)+( 一 ) B( --y )≥o (14) 

式(9)可改写为： 

( 一 ) (一 (A； +B 一 b)～ B(y ～ )+ 

H一 ( 一 ))≥O (15) 

可将式(13)～式(15)写成如下紧凑的形式 ： 

( 一训 ) (G(训 一面 )一 )≥O (16) 

利用 d(w ， ， )和 (叫 ， ， )的定义可得： 

( 一叫 ) d(w ，w～ ， )≥p( ，w～ ，々 ) 

此式即为所证。 

为便于叙述，记： 

(a)一 II叫 一w 【l 一 【1 w (a)一叫 『{。 

引理 4 设 {w }是由算法 1得到的序列，且 叫 ∈W ， 

则有： 

(口)≥2 (砌 ，面 ， )一a Il d(w ， ， )l_6 

证 明： 

(a)=l J w 一叫 I}。～l J ¨( )一叫 lI 

= w 一叫 [1。一 cl w 一叫 一口d(w ，w～ ， )ff。 

：孙(叫 一叫 ) d(w ， ， )一 ll ( ，w ， ) 

≥2口 ( ，w～ ， )～a ll d(w ， ， )Il 

注：q( )=2a (训 ，w～ ， )一a II d(w ，w～ ， )ll B是口 

的二次函数 ，当a— 时，g(a)取得极大值。若想极大化O(a)， 

由于它含有未知的 w ，因此需极大化它的下界函数 q(a)，这 

也是选择 为最优步长的原因所在。 

推论 1 设{叫 }是由算法 l得到的序列，且 叫 ∈W ， 

则有 ： 

ll 州一叫 lI ≤ l_7．23 一砌 ll 一y(2一)，)a l1 w 一 

ll z 

证 明 ： 
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w ( )一叫 l_ 

≤ ii训 一叫 {f ～(27a 妒( ，面 ， )～ 

y。( ) ll d(w ， ， )ll。) 

≤ ll训 一叫 fI 一y(2一y)a (叫 ，w ， ) 

≤ lI训 一叫 【I。一y(2～y)a l ll 7．u 一面 ll 

从推论 1可以看出，{ }是 Feje r单调的。与文献En] 

中的证明方法类似，可以很容易地得到定理 1。 

定理 1 由算法 1产生的序列{ }收敛于变分不等式问 

题(1)一问题(3)的解。 

5 非精确渐进点算法的数值实验检验 

本节通过数值实验来验证算法 1的有效性，将所提算法 

与文献[11]中的 IPsALM 算法和文献[12]中的IADM算法 

进行比较 。取相关参数为： 

￡：1O一 ，口一3一 ，H一，，y一1．2 

考虑问题： 
1 1 

min寺 )}X--C)} +寺 ll Y--C 。 
厶 

s．t．X—Y一0 

X∈(H∈ { 一H，H≥O} 

y∈{H∈R l Hr—H，HL≤H≤Hu} 

实验结果如表 1所列。 

表 1 3种算法迭代次数和时间的对比 

IPSALM IADM 算法1 

瓦 

结束语 本文在渐近点算法的基础上得到了一种非精确 

的渐近点算法，使得子变分不等式问题具有显式解，因而容易 

求解，数值实验也表明了算法的有效性。参数的选取对算法 

也有一定的影响，如何选取参数能加快算法的收敛速度还需 

进一步的讨论。 
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