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摘 要 应用 Fibrations理论对索引归纳数据类型的不确定语义计算进行 了研究。论证了索引范畴的构造，提出了 

索引Fibration及其真值函子与内涵函子 ，建立了索引范畴上 自函子的一种保持真值的提升，提 出了部分 F_代数的定 

义，并应用折叠函数等工具抽象描述了索引归纳数据类型不确定语义计算，辅以实例进行了简要分析，最后通过相关 

工作的论述指出了Fibrations理论研究方法的优势。 
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Abstract This paper discussed the uncertainty semantic computation of indexed inductive data types using Fibrations 

theory．Firstly，we demonstrated the construction of indexed category，presented the concept of indexed Fibration and its 

truth and comprehension functors．And then，we proposed a truth-preserving lifting on endo-functor in indexed catego— 

ry．We also presented the definition of partial F-algebra，abstractly described the uncertainty semantic computation of in— 

dexed inductive data types using some tools including fold function，and briefly introduced the application by example． 

At last，we stated the advantages of Fibrations theory by comprising with some related works． 
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1 引言 

归纳数据类型(Inductive Data Types)[j]是程序语言与类 

型论 的重要研究内容，而索引归纳数据类型(Indexed In— 

ductive Data Types，IIDT)是一种特殊的归纳数据类型，其语 

法构造与语义计算能力更强，典型的 IIDT有数组、队列、堆栈 

与树等。 

递归计算可读性好，编写的程序简洁，且易于代码重用。 

从范畴论 的角度分析，递归计算源于 IIDT的初始代数语 

义l_6_，而 IIDT则被抽象为范畴C上 自函子[5_F：C—C的最小 

不动点 F，对应初始F_代数 。 的载体(Carriers)。初始 F_ 

代数的初始性可定义 IIDT／~F上 的一个折叠函数[7]fold，应 

用递归计算及其代数定律分析与描述 IIDT的范畴结构与语 

义计算_8-g]。 

Fibrations理论[3 是范畴论的一个重要分支，是理论计算 

机科学的一个新兴研究方向，在数据库系统建模lJ。。与程序逻 

辑 】̈1]中有着较为广泛的应用，为抽象描述形式系统间的内在 

语义联系提供了一种普适性的思维方法与数学工具。 

IIDT的不确定语义_2]计算确保程序的健壮性与可靠性， 

满足用户对软件系统操作的正确性与一致性要求。本文的主 

要工作是应用 Fibrations理论对 IIDT的不确定语义进行研 

究。第 2节给出了 IIDT的形式化定义，构造了索引范畴，引 

入索引 fibration及其真值函子与内涵函子，建立保持真值的 

提升；第 3节提出了部分 F_代数的定义；第 4节基于初始代 

数的初始性构造折叠函数，应用部分 代数等工具抽象描述 

IIDT的不确 定语 义计 算；第 5节通 过 实例简 要分 析 了 

Fibrations理论在 IIDT不确定语义计算上的应用；第 6节分 

析了当前相关领域的研究工作；最后总结全文并指出后续研 

究工作。 
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2 索引 fibration与函子提升 

2．1 IIDT的形式化定义 

本文假定读者具有范畴论基础[3 ]，基范畴(Base Catego— 

ry)与全范畴(Total Category)、fibration以及 opfibration等 

Fibrations理论的基本定义可参见文献F3，127等。记 0 C为范 

畴C的对象集，Mot C为范畴e的态射集，Set为集合范畴口]。 

定义 1 以二元组(A，P)表示 IIUI"，集合 A称为(A，P) 

的索引集 ，P：A一&f称为(A，P)的语义映射。对 V＆EA，P口 

描述(A，P)的语义性质，若 P口非空，则称索引对象 a满足性 

质 P；否则 ，称 n不满足尸。 

对另一个 IIDT(B，Q)，有态射(厂，g)：(A，P)一(B，Q)存 

在。其中，_厂：A—B，而对 Va∈A，g：Pa—Q(知 )。IIDT与其 

态射构成一个范畴，称为索引范畴，并归结为定理 1。 

定理 1 以 IIDT为对象 ，以 IIDT的态射为态射，构成索 

引范畴Ⅱ。 

证明：与文献[13]中的定理 1的证明类似 ，限于篇幅略去 

证明过程。证毕。 

定理1构造的索引范畴Ⅱ为 IIDT的不确定语义计算提 

供了一个基本的 Fibrations理论框架。在定理 1的基础上进 

一 步定义索引 fibration。 

2．2 索引 fibration及其真值与内涵函子 

定义 2 索引 fibrationI：Ⅱ一& ，将 IIDT(A，P)映射为索 

引集 A，将态射(_厂，g)映射为 厂。 

定义 2的索引 fibration J将索引范畴Ⅱ映射为集合范畴 

Set，仅考虑 IIDT在 Set中的集合性质，其本质是一类遗忘函 

子 (Forgetful Functor)Laj。 

定义 3 取 &f中的任一对象A，j(A，P)E0 Ⅱ，(_厂， 

g)EMorⅡ，对索引 fibration J，若有 』(A，P)一A，I(f，g)一 

ida，则(A，P)与(厂，g)构成的子范畴Ⅱn称为对象A 的纤维 

(Fiber)。 

ⅡA是索引 fibration J的全范畴Ⅱ的一个全子范畴 (Full 

Subcategory)c ，ⅡA到Ⅱ的包 含函子 Inc：ⅡA一 Ⅱ是 局部单 

(Faithfu1)且局部满(Ful1)的_4]。每一个纤维都有一个终对象 

(Terminal Objects)E ，下面引入索引 fibration I的真值与内 

涵函子的定义。 

定义 4 索引 fibration j的一个右伴随函子 T：&f一Ⅱ， 

称 丁为 J的真值函子。 

记{*}为单点集 ，对 VAEO Set，定义 4的真值函子 T 

将索引集A 映射为索引范畴Ⅱ上的终对象(A，{*})。 

定义 5 令{(A，P))为 IⅡ丌(A，P)的语义集，{(A，P))一 

{(n，声)laEA，pEPa}。IIDT到其语义集的映射扩展为一个 

函子{一}：Ⅱ一 f，称{一)为索引 fibration j的内涵函子。 

定义 5的内涵函子 {一)是真值函子 T的一个右伴随函 

子，即 H 丁_{{～)，由这种伴随结构可引入一个 自然变换 

(Natural Transformation)L4J ：{一}— J。对 V(a，P)∈{(A， 

P))，有 A (n，声)一口，即索引 fibration j是一个局部满函 

子，而由口归纳的从索引范畴Ⅱ到 Set射范畴Set一的函子是局 

部单且局部满的。 

令 厂：A—B为索引 fibration I基范畴Set中的一个态射， 

由_厂可反变地扩展为纤维Ⅱe到Ⅱn之间的一个重索引函子 

_厂 ：ⅡB一ⅡA，_厂 将ⅡB中的 IIDT(B，Q)映射为ⅡA中的 IIDT 

(A，of)。称 -厂 的一个左伴随函子为对偶重索引函子，记为 

_厂，即 ／ 。 ，与 _厂 满足 Beck-Chevalley条件ll “ ， 

即 _厂与_厂 在 Beck-Chevalley条件约束下，具有 良好的图表 

交换(Diagram Commute)_31．1生质，这为 IIDT的不确定语义计 

算提供了较大的便利性。 

2．3 函子提升 

定义 6 自函子 F：&f—Set关于索引 fibration，的一个 

提升F_-：Ⅱ一Ⅱ，满足图表交换 FI—jF上。若 丁F兰 丁，则 

称 是一个保持真值的提升。 

令 为保持真值 的提升，则对 V(A，P)E 06 Ⅱ，F_ 

(A，P)= (Fa(A )(丁(F({(A，P))))，对偶重 索引 函子 

( (n )的作用对象 丁(F{(A，P)})为真值函子 T将 F 

{(A，P))∈0 Set映射为Ⅱ中F{(A，P)}的终对象。F_(A， 

P)的计算结果是纤维Ⅱm中的一个 IIDT，即(FA，{．r l n．f1) 

r一＆))，其中VaEA，_1，∈F{(A，P)}。 

3 F_代数与部分F_代数 

定义 7 设 F：C—C是范畴C上的一个 自函子，对VAE 

0 C，则存在一个 代数(A， )，其中，称 A为 F一代数(A， 

)的载体， ：FA—A为F一代数(A， )的结构射。 

F-代数(A，a)与另一个 F_代数(B，口)的 F-代数同态是载 

体 A与B之间的一个映射 。即，：A—B，且满足图表交换知一 

(Ff)。若 F保持拉回(Pullback)l4]，则其提升 F_保持重索引 

函子l1 ，即对 厂：A—B，有 厂 兰(F厂) 。 

F_代数的结构射 ：FA—A描述 IIDT的确定语义计算， 

借鉴形式语义学的部分函数(Partial Function)概念[1 ，提出 

部分 F_代数的定义，以处理 IIDT的不确定语义计算。 

定义 8 设 F：C—C是范畴C上的一个 自函子，对 VAE 

0 C，存在一个终对象 1，称(A，a)为部分 F_代数，其中， ： 

FA一1+A，其载体为 A。 

部分 F̂代数(A，a)的结构射 a：FA一 1+A描述 IIDT语 

义计算的不确定性 ，构造两个 内射函数 7c1：1—1+A和 z： 

A一1+A。每一个部分 F_代数(A，口)都对应一个 F_代数(1+ 

A，0lT)，其 中，0IT：F(1+A)一 1+A。F_代数(1+A，12T)处理 

IIDT的确定语 义计算，但 其索引集 为 1+A。通过将部分 

代数(A，12)转化为 F_代数(1+A， T)来处理索引集为 A的 

IIDT的不确定语义计算。 

4 IIDT的不确定语义计算 

定理 2 以P代数为对象 ，以 F_代数同态为态射，构成 

代数范畴AlgF。 

证明：与定理 1类似，略。证毕。 

若 Algu中存在初始代数，令( ， )为初始 F_代数 ，则 

有( F，in)到(1+A，钾)的唯一 F一代数同态，可构造 F上的 

折叠函数 fold及其对结构射 们 的作用 ，如图 1所示。 

初始代数 F一代数( F，in)的载体 F是自函子 F的最小 

不动点，对应 &f中的 IIDT。同时，( F， )的初始性确保了 

ld12T是唯一的，这种源 自初始代数语义的唯一性为 IIDT 



第 7期 苗德成，等：Fibrations理论在索引归纳数据类型不确定语义中的应用 139 

的语义建模提供了便利性，如对 V ∈F( )，有 _厂old OfT(in 

)一dT((F(foldar))．_，)成立。 

F( ，) F(foldaT) 

inl 

t 

—  

1o QT 

F(I+ 、 

I 

t 

l+ 

图 1 F上的折叠函数X~ffT的作用 

记 Inc 为包含函子 Inc的逆，纤维Ⅱ +A中自函子F__A 

的最小不动点为 F ，纤维Ⅲ一中自函子 的最小不动点为 

，则有 A一 (fold口T)Inc 丁( )，厨 一(他) 

。 对Vn∈A，．r∈ ，记 一(A，{ ’I(fold ar)|r一 

砣a})。下面将 与 F 的内在语义关联归结为定理 3。 

定理 3 设 F是集合范畴Set中一个保持拉回的自函子， 

对于纤维Ⅱn与Ⅱ +A中的自函子 与F．十 ，有图表交换 

(n2) 一(砣) 肿 A成立。 

证明：令 一(他)一aInc F．，肿 A一 (at)Inc F_。 

有等式(兀2) 聃 一̂(nz)一(aT)Inc F上成立，由Beck-Cheval— 

ley条件知，纤维Ⅱ ，Ⅱ，+ 与Ⅱr(1+一 间的对偶重索引函子 a 

和 (at)与重索引函子(Fne) 有图表交换 (aT)一 a(Fnz) ， 

则(他)一( T)Inc F上一(他) d(F地) Inc 。由 Inc 

F上保持重索 引 函子 的性 质知 (兀2)一a(Fnz) Ine 兰 

(nz)～dInc F_(他) ，而 (兀2) aInc F_(兀2) 一 (丌2) ， 

故(丌2) F A一 (他) 。 

证 毕。 

定理3对自函子 与F_+ 通过重索引函子(他) 而满 

足图表交换性质进行论证，建立了纤维Ⅱn与Ⅱ + 间内在的语义 

联系，将索引集为A的 IIDT的不确定语义计算转换为对索引 

集为 1+A的 III)T的确定语义描述。例如，对VX∈F(1+A)， 

P：X— ， (X，P)∈0 Ⅱ1+̂ 。取索引集 A中的任一索引 

对象a，若 m∈X，21F2∈Perl，有((丌2) (at))(X，P)一((7【2)一 

(Fn2) )(X，P)一(A，{( 1， 2)l TLrl一7c2a})。 

5 实例分析 

例 1 广泛应用于计算机网络的多路径传输与路由定位 

的着色树(Colored Trees)[ 是一种典型的 IIDT，其索引集由 

色值确定。二元着色树是一种简单的着色树，设C为二元着 

色树的索引集，对VX∈0 Set，定义二元着色树函子 FX一 

1+C×X×X，令 leaf：1— 1+C×X×X 与 node：C×X× 

X一1+C×XXX为语义函数，处理二元着色树叶节点与内 

节点的语义。下面，由二元着色树这种简单的 IIDT构造另一 

种相对复杂的 IIDT——红黑树(Red Black Trees)Ⅲl ，并应用 

本文提出的部分 F_代数处理红黑树的不确定语义计算。 

记 Nat为自然数集，记录至任意叶节点的色值为黑色的 

内节点数量，C一{red，black}。定义部分 F_代数 F(C× 

N口f)一1+C×Nat，其载体为C×Nat，则有 ： 

lea厂卫一7c2(black，1) 

Enode(red，(cl， 1)，(c2， 2)) 一 

f 7c2(red，m)， if C1一C2=black  ̂l—n2 
《 【 
l， otherwise 

Enode(black，(c1，”1)，(cz， 2)) 一 

f 7【2(black，m+1)， if／"／1一／／2 

1 ． ． 1 
7cl， otherwise 

令 ／zFcr为 自函子F：＆￡一&￡的最小不动点，对应 &￡中 

的 IIDT二元着色树。记 为 IIDT红黑树，其索引集A为 

C×Nat，贝0对Va一(c，n)∈A，其中 c—redV black， ∈Nat， 

则有 一 F 一(A，{ l(fold OlT) 一7c2口})。 

其中，7【 与7cz为第 3节定义的内射函数。叶节点的语义 

是显然的，即每个叶节点都是黑色的，而内节点的不确定语义 

描述则保证了红黑树的两条重要性质 ：每个红色内节点的两 

个子节点都是黑色的，任一内节点到所有叶节点的所有路径 

都包含了相同数量的黑色节点。 

红黑树本质上是一种自平衡的树结构，在函数式程序语 

言编程中应用较为广泛，可作为持久化存储的数据结构，如构 

造关联数组与集合等。例 1对红黑树不确定语义计算进行描 

述确保其关键性质的正确实现，即从根到叶节点的最长路径 

不多于最短路径的两倍，进而约束了红黑树的平衡性，在插 

入 、删除与查找等时间效率方面提供了高效的数据操作。 

二元着色树 ／~Fcr是一类简单的 IIDT，例 1应用 Fibra— 

tions理论由 构造了另一类复杂的 IIDT红黑树 ，从 

Fibrations理论的角度进一步拓展了传统类型论的研究内容， 

为 IIDT的不确定语义计算提供了一种简洁的描述方式。特 

别是应用函数式程序语言(如 Haskell，ML等)针对红黑树编 

写的代码，在保持平衡获得高性能查找效率方面，具有易读、 

易写、易理解等良好的性质。 

6 相关研究 

归纳数据类型的理论基础是 Martin-LOf构造类型论 2̈ ， 

20世纪 90年代以后，广义归纳数据类型成为归纳数据类型 

的研究热点，并 且在集合语义 与构造演算等方 面的研 究 

中[21 22]融人了 Martin-LOf构造类型论。国内学者傅育熙提 

出了广义归纳数据类型的范畴模型 rl2 ，并应用构造演算 

方法对有效拓扑斯(Effective Topos)的子范畴 arSet的范畴 

语义进行了解释l2 。 

现有成果主要停留在归纳数据类型的层面，而对 IIDT的 

研究目前还处于起步阶段，相关成果较少。贝叶斯网l25]根据 

历史数据建模计算相应参数，对未知事件进行预测，计算逻辑 

清晰且有坚实的数学基础，但其独立性假设过于苛刻，要求各 

节点均匀独立且节点之间不相关，实际的语义计算难以满足， 

且先验概率在软件工程中难以获得。粗糙集(Rough Sets)方 

法 2̈ ]尽管不需附加的假设条件，以数据驱动的方式完成问答 

过程，但其对数据的精确性要求与程序运行中的不确定性相 

违背，难以适应实际的软件开发过程。文献[-273认为随机性 

和模糊性是不确定性最基本的内涵，提出基于熵的云模型为 

实现不确定性人工智能找到一种简单、有效的形式化方法，但 

这种方法并不适合 IIDT不确定性语义计算，因为程序运行过 

程具有部分函数性质，模糊性质并不适用。 

目前研究 IIDT不确定语义的文献不多，传统语义模型不 
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再适用。如 Ada语言允许表达式有副作用但对求值顺序不 

做规定，同一表达式序列计算顺序的不同导致语义模型不唯 
一  

。 一 些主流的面向对象程序语言，如 C ，Java等，尽管 

在一定程度上考虑了并发进程执行的不确定性，但具体的处 

理过程仅停留在语法层面，缺乏具体的语义计算描述。 

现有的不确定语义计算方法难以满足日益增长的软件研 

发需求 ，而当前对 IIDT的研究的主要问题体现在两个方面 ： 

1)语法构造侧重于应用数理逻辑与代数方法，有较强的倾 向 

性而不具备普适意义；2)语义计算缺乏统一的数学工具，难以 

进行精确的形式化描述。 

相对于现有 的研 究成果，本文应用 Fibrations理论 在 

IIDT的不确定语义计算方面具有独特的优势，主要体现在以 

下 3点： 

(1)简洁描述与灵活扩展的 Fibrations理论对 IIDT进行 

精确的形式化描述，在统一的范畴论框架内，应用折叠函数与 

部分 F_代数等工具描述 IIDT的不确定语义计算，具有较强 

的普适性 ； 

(2)高度抽象的 Fibrations理论在索引范畴内由一类简 

单的 IIDT构造出另一类复杂的 IIDT，如例 1由二元着色树 

构造红黑树 ，不再依赖于传统数理逻辑与代数方法的特定约 

束 ，增强了IIDT的内聚性 ，降低了模块间的耦合性 ，从而提升 

了软件开发的效率； 

(3)Fibrations理论的一致性与严密性适用于严密推理 ， 

尤其是在程序语言建模初期对 IIDT的分析与构造 ，降低了软 

件开发初期的设计风险，为后期确认测试与系统维护等工作 

提供了可靠的依据。 

结束语 本文应用 Fibrations理论在 IIDT的不确定语 

义计算方面做了一些初步的研究工作 ，将传统的数理逻辑与 

代数研究方法扩展至 Fibrations理论的层面。下一步将在此 

基础上，展开对 IIDT语义性质分析与归纳规则描述的后续研 

究工作，深入探讨 IIDT语义计算及其程序逻辑的数学结构和 

相应的范畴解释。 
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