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摘 要 根据 vague集具有真假隶属度的特点，首先提出了基于 t一模和 卜余模的真相容度、假相容度、真相等度和假 

相等度的概念。然后合理地利用真相容度、假相容度、真相等度和假相等度提 出了半 vague划分和 vague划分的概 

念，并讨论了它们的性质。 
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Abstract The concepts of degree of truth-compatibility，degree of false-compatibility degree of truth-equality，degree of 

false-equality based on t-norm and t-conorm were introduced，because a vague set has the characteristic of truth-mem- 

bership function and fase-membership function．Futhermore we presented the concepts of semi—vague partitions and 

vague partitions by using locically degree of truth-compatibility，degree of false-compatibility degree of truth-equality， 

degree of false-equality，and we investigated the characters of semi-vague partitions and vague partitions． 
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1 引言 

近年来，人工智能从研究内容到研究方法都有了很大的 

发展，研究人工智能的工具也在不断地发展。作为处理不完 

整和不完全信息智能系统 的重要 工具 ，模糊集 理论 自从 

Zaden于 1965年提出后[1]，其理论和应用(例如在自动控制、 

模式识别、智能决策)取得了巨大的成就l2 ]。在传统的模糊 

集中，一个元素 与一个集合X之问的关系由一个介于[O， 

1]之间的数 ( )来表示 ，它包含了支持和反对这一对象 隶 

属于集合 X的程度，但无法表达既不反对也不支持这一对象 

z隶属于集合X的中立情况，给许多实际问题(如投票模型、 

医疗诊断和多 目标决策等)的研究和处理带来了困难。为了 

解决这一问题，1986年 Atanassov提出了所谓的直角模糊 

集[6]。Atanassov提出用真隶属度 t和假隶属度 厂两个量来 

描述一个对象 z和一个集合 X之间的隶属关系。后来，1993 

年Gau和Buehrer定义了一个所谓的vague集_7]。值得指出 

的是，Bustince和 Burillo在文献Is]中证明 vague集就是直觉 

模糊集。虽 然，vague集 理论 和应 用 已取 得 了一定 的发 

展l_9。 ，但与经典集合理论和传统的模糊集理论相比，vague 

集理论还有许多不尽完善的地方，例如 vague划分的相关理 

论目前少有文献报道。由于经典集合划分理论、模糊划分等 

工具已在数据挖掘和决策分类中起到了极为重要的作用，因 

此把经典集合划分理论、模糊划分理论推广到 vague集理论， 

是一种很 自然的想法。然而遗憾的是 ，完整 vague划分理论 

尚未建立起来，使得 vague集理论应用到智能决策、人工智能 

及模式识别等领域受到 了一定程度的限制。本文考虑到 

vague集有真假隶属度的特点，系统地研究了半 vague划分和 

vague划分及其关系，成功地解决了vague集理论在划分方面 

的不足，对丰富和发展 vague集理论具有重要的学术意义。 

2 准备工作 

定义 1 E“ 映射 丁：[O，1]×[O，1]一[o，1]，如果Va，b， 

c，dE[o，1]满足条件： 

(1)交换律：T(口，6)一T(6，口) 

(2)结合律：T(T(a，6)，c))一T(a，T(b，c)) 

(3)单调性：口≤c，6≤ 拍 T(n，6)≤T(c， ) 

(4)边界条件：T(1，n)一n 

则称 丁为 卜模(t-norm)。 

定义2t“ 映射s：[o，1]×[o，1]一[o，1]，如果V＆，6，f， 

dE[O，1]满足条件： 

(1)交换律：S(a，6)一S(b，n) 

(2)结合律：S(S(a，6)，c))一S(a，S(b，c)) 

(3)单调性：口≤f，6≤ S(a，6)≤S(c， ) 

(4)边界条件：S(a，O)一n。 
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则称 S为 t-余模(t-conorm)或 s一模(s-norm)。 

设 A是论域 X的 vague集I2]，y X。只考虑 A在 y上 

的vague属性时，用AIy来表示 ，也就是当 ∈Y时tA (z)一 

tA(z)̂ ，A1y(z)一，̂ (z)；当 ∈X—y时tAIy(z)和 ^IY( ) 

都没有意义。 

定义3 设 T1和 T2是两个 t-模，s。和 s2是两个 t-余 

模，称t-模(丁1，S1)比t-模(丁2，Sz)弱，如果(Vn，b∈Eo，1]) 

(丁l(n，6)≤T2(n，6)̂ S1(n，6)≥S2(口，6))。 

定义4 设A是论域X上的一个 vague集 ，称 kerA一{z 

l ∈X t̂A( )一1̂ _厂A( )一0)为 A的核。若 A的核非空， 

则称A是一个可形式化的 vague集。 

定义 5 对于 t一模 T，t_余模 S， 

1)称二元算子 (_z， )一sup{ l z∈Eo，1]̂ T(x， )≤ 

Y}， ，yE Eo，1]为丁的剩余蕴含； 

2)称二元算子 (z， )一inf{zIzE[0，1]̂ S(z， )≥z}， 

lz，yE Eo，1]为s的剩余蕴含。 

性质 1 对于V ，yE Eo，1]，t-模 T的剩余蕴含算子 T 

和滁 模s的剩余蕴含满足如下性质： 

1) (1， 一 ， ( ，0)一 。2)如果 ≤．)，，则 ( ，．)，)一 

l， ( ， ) O。 

证明：容易由定义 5得出(略)。 

定义 6 一个 卜模 T称为左半连续的，如果 

V( ， ， )∈Eo，1]×Eo，1J×Eo，1]( ≤ (z， )甘T’( ， 

z)≤ ) 

性质 2 设 T是一个 t_模，如果 丁是左半连续的，则 

V( ，3，)∈[O，1]×Eo，1]( ( ， )一1 z≤ ) 

记 T( ， )一min(~or(z， )，fr( ， ))， s(z， )一 max(~ 

(z， )， ( ，Jc))，显然有 T( ， )一 (max(x，．)，)，min(y， 

))，如(z， )一 (max(x， )，min(y， ))。 

定义 7 设 丁是一个 t一模，S是一个 卜余模 ，A和 B是 X 

上的 vague集 ， 

1)称 C (A，B)一supT(tA(z)，tB( ))为 A和B的真相 
∈ 

容度； 

2)称 (A，B)一InfS(厶 ( )，，自(-z))为 A和 B的假相 
t ^ 

容度； 

3)称 E (A，B)一inf T(tA( )，ta(z))为 A和B的真相 
tX 

等度 ； 

4)称E}(A，B)一 弹s(，̂( )，̂ ( ))为A和B的假相 

等度。 

对于任一vague集A，总有口(A，A)≤E (A，A)一1， 

(A，A)≥E (A，A)一0。 

性质 3 设 T是一个 t-模，S是一个 t一余模 ，那么对于任 

意的 X上的vague集 A和 B，以下结论成立 ： 

口 (A，B)=1̂  (A，B)一O㈢A=B 

证明：1)若 A=B，显然有 (A，B)一l̂  (A，B)一0； 

2)若 日 (A，B)一1̂ 霹 (A，B)一0，则 口 (A，B)一1且 霹 (A， 

B)一O。对于Vz∈X，由 (A，B)一1得 如(ta(z)，tB( ))一 

1，从而 (tA(z)，tB(z))一 (如( )，tA(z))一1。因此有 

(tA(z)，1)≤tB( )和 fr(tB( )，1)≤tA(z)，所以 tA(z)≤tB 

( )̂ (-z)≤tA(z)，也就是 tA(z)一如(z)，同理，由 (A，B) 

一O可以推得 _厂̂( )一 (z)。综上所述，有 A=B。 

3 主要结果 

下面给出vague半划分和 vague划分的定义。 

定义 8 设 丁是一个 t一模，S是一个 t一余模 ，7c是由若干 

个 x上可形式化的vague组成的集合，称 7l"是x上的一个半 

vague划分，如果 VA，B∈ ，C『(A，B)≤ ’(A，B)̂  (A， 

B)≥E (A，B)。 

性质 4 设 T是一个 t_模，S是一个 t_余模，如果 是 X 

的一个半 vague划分 ，那么对于任意的 中的 A和B有 cl 

(A，B)一E (A，B)̂ C}(A，B)一E (A，B)。 

证明：设 A，B∈ ，而 z1∈kerA，z2∈kerB，则 

(A，B)一supT(ta(z)，tB( )) 
C--X 

≥max(T(ta( 1)，tB( 1))，T(tA( 2)，tB(z2)) 

=max(t~( 1)， (z2)) 

E (A，B)一 inf T(tA( )，tB(z)) 
z∈X。 

≤min(q~r(max(tA(z1)，tB(z1))，min(tA( 1)， 

tB(z1)))钎 (max( ( 2)，tB(z2))，min( 

( 2)，tB(z2))) 

一min(~or(1，如( 1))，研 (1， ( 2)))一min(tB 

( 1)， (x2)) 

因此 

C (A，B)>jET,(A，B) 

另～方面， 

(1) 

(A，B)一i 弘s(，̂(z)， ( )) 

≤min( (max(_厂A(z1)， ( 1))，min(，A 

(z1)， (z1))，ps(max( (zz)， ( ))， 

min(，̂(xz)，，B(x2)) 

一min(~(̂ (z1)，0)， (厂A(x2)，0)) 

=min( (Lz1)，，̂ (x2)) 

(A，B)一 (厂̂ ( )，厂B( )) 

~max(S(̂ (X1)， (-771))，S(-厂A(z2)，̂  

( 2))) 

max( (z1)，_厂A(zz)) 

因此 

E (A，B)≥C}(A，B) (2) 

由 是 X的一个半 vague划分及式(1)和式(2)得： 

C (A，B)一E (A，B)̂ C (A，B)一E (A，B) 

性质 5 设 T是一个 t_模，S是一个 t-余模，如果 7c是 X 

的一个半 vague划分，那么： 

K(7c)=<kerA IAE )构成 X的一个半划分。 

证明：由于 Ⅱ是 X的一个半 vague划分，因此VAE 7【，ker 

A≠ 。此外，若对于任意的 7c中的 A和 B，kerAn kerB≠ 

，必有kerA=ker B。为此只需证明 kerA B^ker B 

kerA。若 ∈kerA，由 C (A，B)=l可得 口 (A，B)=1，从而 

( ( )，tB(z))一1 (1，tB(z))=l tB(z)一1。另一方 

面，由 (A，B)一0可得 霹 (A，B)：0，从而 s(，A(z)，，B 

( ))一O (妇(_z)，0)=0 ( )：O，所以z∈kerB，因此 

kerAC_kerB。类似地可得 ker B rA，所以 kerA—ker 

B，这就证明了K( )一{kerA lAE )构成 X的一个半划分。 

性质 6 设 T是一个 t-模，S是一个 t_余模，如果 7[是 X的 
一 个半 vague划分，那么对于任意的 中的 A和 B，kerA一 
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ker B=>A—B 

证明：由 7【是 X的一个半 vague划分可知 kerA=kerB≠ 

西，进而得到 (A，B)一1及 (A，B)一O。所以E (A，B)一 

1及 E (A，B)一0。由 (A，B)一1 V ∈x( r(tA( )，tB 

(z))一1)=》V EX(钎 (tA( )，tB(z)))： 1  ̂ (tB(z)，tA 

( )))一1 V EX( (tA( )，1)≤tB( ))̂  (妇( )，1))≤ 

tA( ))=》VzEX( ( )≤tB( )̂ tB(z)≤tA(z)) VzEX 

(tA(z)一 ( ))。 

另一方面，霹(A，B)一o VxEx( s(̂ (z)， ( ))一 

O) V ∈X( (fA( )， (T))一0̂ ps( ( )，fA( )))=0 

Vz∈X( (如( )，O)≥^( ))̂  (厂A(z)，0)≥，臼(z)) 

V ∈X( ( )≥厶 Cr)̂ _厂̂ (z)≥ ( )) V ∈X(-厂̂ ( ) 

一 ( )) 

综上所述，有 A—B。 

定义9 设 丁是一个 t-模，s是一个t-余模， 是由若干 

个 X上可形式化的 vague组成的集合。称 是 X 的一个 

vague划分，如果 7c是 X的一个半 vague划分且集合 K(7c)一 

{kerA IA∈ }是 X的一个划分。 

例 1 设 x—Eo，1)，考虑如下定义的vague集A ，i一1， 

2，⋯ ， ： 

， ∈ 

，z  

f 0,x∈r ， ) 

fA，(z)一< ． ． {
b,x r ， ) 

其中，a∈Eo，1)，bE(O，1]，a+b~l，a和b是常数。对任意的 

t_模T，卜余模 s，都有 (A ，Aj)一 (Al，A，)：a，四(A， 

Aj)一 (A ，Aj)一6。这样 7c一{A l 一1，2，⋯， }就是 X的 

一 个 vague划分。 

下面讨论 vague划分的性质。 

定理 1 设 T是一个 t_模，S是一个t一余模，如果 Ⅱ是X 

上的一个半vague划分，那么VA，BE 7c(jnE Eo，1]̂ j bE 

Eo，1])(VxEkerB)(tA( )一n八-厂A( )一 )。 

证明：VA，B∈ ，只要证明V orE kerB，tA(z)和 厂̂( ) 

是常数。若存在 ∈kerB和3，∈kerB，使得 tA(z)≠tA(3，)， 

不妨设 tA(z)> ( )。一方面，有： 

c==r(A，B)≥T(tA(z)，tB( ))一 ( ) 

另一方面，有： 

口 (A，B)≤ 1、( ( )，tB( ))一 (1，tA( ))= (．y) 

这样，得到 (A，B)> ’(A，B)，这与 7【是 X上的一个 

半 vague划分矛盾，因此 tA( )是一个常数。下面证明^ ( ) 

亦为常数。否则，若存在 ：rEkerB和YEkerB使得fA(z)≠ 

l厂A(3，)，不妨设 ^(z)>厂A( )。一方面，有 ： 

(A，B)≤≠5(̂ ( )，̂ ( ))一 (̂ ( )，o)一 ( ) 

另一方面，有： 

(A，B)≥s(̂ (z)， ( ))一s(_厂̂( )，O)一 ( ) 

这样 ，得到 (A，B)<口 (A，B)，这与 Ⅱ是 X上的一个 

半 vague划分矛盾，因此 ^(z)亦为常数 。 

定理2 设 T是一个 t_模 ，S是一个 卜余模 ，如果 Ⅱ一{A 

I ∈ }是 X上的一个半 vague划分，那么必存在两常数序列 
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{a }，{b }，a E Eo，1]， ∈Eo，1]，a + ≤1， ， E f，使得 

如下条件成立 ： 

(i)(Vi， ∈j)(V 32E kerAj)(tA (-，r)一aiĵ ，A，(z)= 

； 

(ii)(ViE )(n 一 1̂  一O)； 

(iii)(Vi， ∈D(。 a)î  一 )； 

(iv)(Vi， ， ED(T(n ， )≤ ^S(6 ， )≥ )。 

证明：由定理 1，取 。 一“．( )̂ ％一_厂A。(z)， ∈走PrA ， 

显然{。 }，{bo}， E Eo，1]，bo E Eo，1]，ao十 ≤1， ，JE I， 

同时有(Vi∈j)(n 一1̂ b —O)。为此只需证明(iii)和(iv)。 

注意到： 

max(a ，a )≤C『(A ，A )≤E (A ，Aj)≤min(a ，a)i)≤ 

max(ao，a)i) 

max(b~ ， )≤霹(A，AJ)≤ (A，Aj)≤rain( ，b )≤ 

max( ，bo) 

因此(Vi， ∈D(“ 一 ^b 一 。现在证明(4)。一方 

面有 ： 

Cf (A ，A，)一 (tA (z)’ta ( ))≥ T(ta (z)， 

tAj( ))一T(n趣，d血)一T(口 ，n ) 

口 (A ，AJ)一 r(ta ( )，tA)( )) 

≤ i f( (max(tA ( )，ta)(z))，min(t~ 
X ∈ ’ ‘ ‘ 

( )，tA)(z)) 

≤ inf T(max(tA (z)，tA ( ))，min(t~ 
xC-kerA ‘ J ‘ 

( )， ( )) 

一 inf T(1，n )一n 
∈kerAj 

从而有 T(a ，a )≤口 (A ，A )≤ (A ， )≤ 。 

另一方面，有： 

爵(A，AJ)一 S∈L1 s(／ ( )，̂ ( )) 

≥ s(max(厂A ( )，̂ (z))，mi“(厶 (z)， 

^ (z))) 

≥ sup s(max(-厂A，(z)，-厂̂ ( ))，min(厂A 
z∈⋯ A 。 ‘ J 

(z)，，̂ ( ))) 

一 sup ( ，0)一 
∈ r A 

(A，AJ)一 (_厂A ( )，̂ ( ))≤ ∈醇 S( ( )， 
．
(z))一S( ， )一 S( ， ) 

所以 ≤霹(A ，Aj)≤ (A，Ai)≤s( ，％)。 

定理3 设 丁是一个 t一模，s是一个卜余模．7c一{A l iE 

}是 X上的一个半 vague划分，如果 V i， ∈j，ker Ai—ker 

Aj，那么A A 一 l 。
k ∈ ， E J 

证明：设la }，{b }，a E Eo，1]， ∈Eo，1]，a + ≤l， 

i,jEj为定理 2中定义的两常数序列。VxEkerAk，必存在 

kEI使得A ∈1【。一方面有 t凡(z)一n 一口 ^fa，(z)= 一 

如和“
．

(z)= 一a ^厂̂ ( )一 一％。另一方面，因为 

kerA =kerA ，所以a 一％  ̂ 一％。因此 

tA ( )一 (z)̂厂4 (z) -，_AJ(z) 
推论 1 设 丁 是一 个 卜模 ，S是 一个 t_余 模， ： 

{A l ∈I>是X的一个 vague划分，如果 Vi，J∈I，kerA 一 

kerA，，那么A 一A 。 

定理 4 设 T是一个 t一模，S是一个 t一余模，一个由X上 

． 

一 ． ～ 

， 



的 vague集组成的集合 7c一{A liE，}是X上的一个 vague划 

分的充要条件是 ( )={kerA lAE }是 X的一个划分并且 

存在两常数序列{a }，{b )，。 ∈[O，1]，％∈[O，1]，a 十％≤ 

1，i，J∈J，使得如下条件成立： 

(i)(Vi，jED(VxEkerAj)(“
。
(z)=a0 Af4( )一 ； 

(ii)(ViED(＆ ：1Ab 一0)； 

(iii)(Vi，JEI)(a0=aj／Ab — )； 

(iv)(Vi,j，kE )(T(n ，aki)4ao AS(6 ，6 )≥6 )。 

证明：必要性很容易由定义 9和定理 2得到。现在证明 

充分性。 

因为 k( )一{kerA IAE 7r)是 X的一个划分，所以 一 

{A I ∈j}上的元素都是可形式化的vague集。为此，只需证 

明 一{A IiE J}是 X的一个半 vague划分就可以了。设 A ， 

A ，A E 7【，( ， ， )∈r。若 i：／：j，则 kerAi kerA~一 。 

GT(At，A )̂= s
∈

u

x

pT(tA
，

( )，tA (z))=s
j

u

∈
p
l

T(哪 ，。目) 

Gf(At， )一 T( ( )，tA／( ))： inf(~r(max(ta
x ∈ ‘ 北 』 

( )， (-z))，min(& (-z)， (z)) 坦 T 
(max(a ，ak／)，min(aa，a )) 

如果 口 (A ，Â )≤ET,(A ， )aq成立 ，则存在 J和 z使得： 

T(a ，a )> (max(a ，ak／)，min(a ， )) 

从而有 a ≠口 (否则由上式得 出 T(a ，a )> (max(a ， 

a )，min(a ，n ))一1，这是一个矛盾)。为了讨论方便，不妨 

设 a <口 ，则 T(a ，a )> (a ，a )，于是有 ： 

T(口目，T(aIJ'n ))> a／／ (3) 

由条件(iv)，有： 

T(n衄，T(a ，akj))：=T(n ，T(ao，ajk))≤ T(口 ，aik)≤ ad 

(4) 

式(3)和式(4)是一个矛盾。因此 口 (A ，A )≤口 (AI，A )。 

另一方面，有： 

Cl}(AI，Ak)一infS(_厂A (z)，̂ (z))一 i ntN(bo， )z(- I X ‘ J∈ 
霹(A， )一 s(̂  ( )，̂ (-z)) s(ba，％)一 

t ^  ￡ 』 

s(max(ba，％)，min(b~，％))如果 (Al， )≥霹 (Al， 

A )不成立，则存在 和 z使得： 

S( ， ，)< (max(ba， )，min( ， )) 

从而有 ≠ (否则由上式得出 S( ，％ )< (max( ， 

％)，min(b ， ))一0，这是一个矛盾)。不妨设 <巩 ，则 S 

(bo， ，)< (％，ba)，于是有： 

S(S(b )，％ )< (5) 

由条件(iv)，可得： 

S(S(bo，％ )，％ )=S(S(bo， )，％ )≥ S( ，钆)≥ (6) 

式(5)和式(6)是一个矛盾，因此 (A，A)≥霹 (A， )。 

综上所述， 一{A liE J)是 X的一个半 vague划分。 

推论2 设 T是一个 卜模，s是一个 t-余模，7c一{A liE 

J}是 X上的一个 vague划分，那么定理 4中相应的两常数序 

列{ }，{bo}，a E[o，1]，bo∈[o，1]，aij+％≤1， ， ∈I，可 

由如下式子来决定： 

(V ，jEj)( 一口 (A ，AJ)一口 (A ，AJ)A 一 (A ， 

AJ)一 (A ，AJ) 

证明：因为CHAt，As)一su~T(ta ( )，tAj( ))一s u∈pJT 

(n ，a )，所以 

aij T( ， )≤口 (A ， )一 (n ， )≤ a 一 

。 类似地，由 

(A，AJ)一i s(，A (z)，̂，( ))一。in {s( ，％)，得： Ĉ 七1 

bo一 6d≤ s( ，％)≤ (Ai， )≤s(％， )一bo。 
∈I ∈I 。 。 。 。。 

证毕 。 

从 vague划分的定义可以看出，X上的每个 vague划分 

都与所考虑 的 t-模 T，t_余模 S密切 相关，因此本文 中的 

vague划分也称为(T，S)一vague划分。 

推论 3 设 卜模对 (丁1，S )比(丁2，Sz)弱，如果 7c一{A。l 

iE J}是X上的一个(T2，Sz)-vague划分，那么 一{A liEI} 

是 X上的一个( ，S1)一vague划分。 

证明：由定义 3和定理 4易证(略)。 

结束语 Vague集理论是传统模糊集理论的推广，具有 

传统模糊集理论所没有的三维属性的优点。本文系统地研究 

了半 vague划分和 vague划分，给出了半 vague划分和 vague 

划分的相关性质 ，这是对 vague集理论的有益补充。在经典 

集及传统的模糊集理论中，划分与等价关系是一一对应的，试 

图建立 vague划分和 vague等价关系的一一对应关系自然是 

我们的兴趣，由于篇幅所限，将另文讨论。 
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