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一 种基于混沌和单纯形法的水波优化算法 

吴秀丽 

(广西大学计算机与电子信息学院 南宁530004) 

周永权 

(广西民族大学信息科学与工程学院 南宁530006) 

摘 要 水波优化(Water Wave Optimization，WWO)算法是一种基 于浅水波理论的新兴元启发式优化算法，通过模 

拟水波的传播、碎浪、折射操作在解空间中进行全局搜 索。为提 高算法的收敛速度和精度，提出了一种基于混沌(Ch- 

aotic)优化和单纯形法(Simplex Method，SM)的水波优化算法，简称为CSMWWO。在CSMWWO算法中，引入了混 

沌优化策略来降低随机初始化的种群对收敛速度和求解精度的影响，在混沌优化策略的基础上又引入 了局部搜 索能 

力较强的单纯形法来提高 WWO算法的收敛速度。将 CSMWWO与包括 WWO在 内的 4个启发式算法在 12个基本 

测试函数上进行了测试，结果表明改进后的算法在计算精度和收敛速度上都有一定程度的提高，所提出的混合水波优 

化算法能改进水波优化算法的整体性能。 
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Abstract Water wave optimization(WW0)algorithm，which iS based on shallow water wave theory，iS a new nature- 

inspired metaheuristic，it simulates mimicking shallow water wave motions including propagation，breaking，refraction 

for globally search in solution space．In order to improve the convergence speed and accuracy of the algorithm，an im- 

proved version of water wave optim ization which is based on chaos optimization and simplex method(SM)was repre— 

sented in this paper．It is named CSMWWO．In CSMWWO algorithm，in order to reduce the population which is random 

initialization influences on the convergence speed and precision of the algorithm ，the chaotic optimization strategy was 

introduced，meanwhile the simplex method which has strong local searching ability was introduced based on chaos opti— 

mization strategy to improve the convergence speed of WWO algorithm．CSMWWO is compared with 4 heuristic algo— 

rithms including WWO in 12 benchm ark functions，experimental results show that the improved algorithm have a cer— 

tain degree of improvement on calculation accuracy and convergence speed，the proposed hybrid wave optim ization algo— 

rithm  call improve the overall per{ormance of the water wave optimization algorithm． 

Keywords Water wave optimi zation(WWO)，Chaos strategy，Simplex method(SM) 

水波优化(Water Wave Optimization，WWO)E1]算法是我 

国学者郑宇军于 2014年提出的，它以浅水波理论l_2_3_为基础， 

在搜索空间中进行优化。该算法具有简单易懂、易于实现和 

参数较少等优点。目前，WWO作为一种新的启发式优化方 

法，已被成功应用于高铁调度__1]和 TSP求解 等优化问题 

中。 

为进一步提高 WWO的性能，Zhang等人对 ww0进行 

了一些改进，提出了种群规模可变的水波优化算法I5]，在折射 

操作中引入了全面学习机制。Zheng 又提出了另外一种种群 

规模可变的水波优化算法 ]，在该算法中，删除折射操作，但 

为平衡探测和开采操作并减少删除折射操作后的影响，引入 

了种群规模可变的策略。虽然 WWO算法具有简单易懂、易 

于实现和参数较少等优点，但作为一种启发式优化算法，其收 

敛性和求解精度与随机初始化的种群密切相关_7]，使用随机 

初始化的参数序列在算法的不同执行中可能会产生不同的结 

果。所以，提高初始化时种群分布的多样性 ，有助于避免算法 

陷入局部最优，并获得较好的结果。目前的ww0算法中初 

始种群是随机初始化的，随机初始化的种群没有任何特定的 

分布 ，因此初始种群的分布是不理想 的。混沌序列可以用来 

弥补随机初始化的缺点。混沌的本质是随机的、不可预测的， 

但是也有一些规律性 ，于是，本文提出了基于混沌策略的水波 

优化算法。为进一步提高算法的收敛速度，将混沌策略与局 
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部搜索能力较强的单纯形法 相结合，提出 厂一种混沌优化 

策略和单纯形法棚结合的水波优化算法来进一步提高收敛速 

度和求解精度，避免陷入局部最优。 

1 水波优化算法 

WWO足一种新兴的启发式优化算法 - 】，它从应用浅水 

波模型解决优化问题中获得启发，将种群中每个个体类比为 

一 个“水波”对象 ，通过模拟水波的传播、碎浪、折射操作在解 

空间rfI进行全局搜索。不失一般性．假设有一个求最大值的 

函数 F，这里可以把要处理的实际问题 与浅水波模型进行类 

比，对应关系如图 1所示。 

实际问题1， 

／ 的搜索空间 

问题的每个解 

每个解的适应度 

类比为 

类比为 

浅水渡模型 

海床 

一

个“水波”对象 

与其到海床的垂直距离成反比 

图 1 实际问题与浅水波模型的对应火系 

每个水波都有一个波高 h和波长A，在初始化种群时，把 

h设置成一个常数 h ，A一般设置为 0．5。每个水波的适应 

度值 与其到海床的垂直距离成反比，由此可知水波距离海床 

越近，适应度越大．其波高越高，波长越短，如图 2所示。解决 

优化问题的过程 t{1足以传播、碎浪和折射这 3种操作来进行 

全局搜索的，以此来模拟 自然界中的水波在流动过程中的行 

为。 

钙破 具} 较离的舴晕 

图 2 深水和浅水区域的不同波浪形状 

1．1 传播 

凡水波都要进行传播操作。假设原始的水波为 ，传播 

后的水波为 ．求最大值函数F的维度为D，传播操作就是 

在 ．32波的每一维上进行如式(1)所示的操作来产生 37 。 

((，)一 (c，)+ r“ (一 1，1)·AL(d) (1) 

其中，dED， ( )表示原始水波的第 维， ( )表示传播后 

水波的第 维，rand(一1，1)足[一1，1]之间均匀分布的随机 

数， 是水波的波 长，L( )表示搜索空间第 维的长度。如果 

'L( )的长度超过 r搜索空 间第 维的长度，则将其按照式 

(2)随机设置为有效范围内的一个新位置。 

L( )一 lb((，)+rand()·(ub(( )一lb( )) (2) 

其中，lb(d)表示搜索空间的第 d维的下界，ub(d)表示搜索空 

间第 维的上 ，r~nd()表示[o，1]之间的随机数。 

传播操作结 后，用适应度 数 ，计算 的适应度值 

，’( )。如果 f(x )>厂(z)，在种群 中用 代替 ，这时 32 的 

波高重置为h ；否则，保 留原始水波 ，同时为 r模拟水波 

在传播过程r1t的能量耗散 ，对波高 h进行减 1操作 。 

住每一轮迭代结束后 ，WWO会按式(3)重新计算每个水 

波的波 长。 

A— · ‘， ，n int~)／( lmin (3) 

其t a为波K衰减系数， 和 分别足 前种群中最大 

和最d,ff,J适应度值，￡为一极小的TF数以避免分母为 0。通过 

观察式(3)可知，适应度值越大，波长越短，卡̈应的水波传播的 

范围也越小，从而使适应度值较大的水波加强局部搜索，如图 

2所示 。 

1．2 碎浪 

在水波理论中，水波能量的 断增加会使波峰越来越陡 

峭， 波峰的速度超过水波的传播速度时，这个水波就会碎裂 

成一系列的孤立波。住 WWO算法巾，对传播后新找到的最 

优解 进行碎浪操作来生成一系列的孤立波，以此来提高种 

群的多样性。对传播后的最优解进行碎浪操作的方法如下： 

先随机选择 k维(这里 k是介于 1和一个预定义参数 矗一 之 

间的一个随机数)，住选择的每一维上按式( 1)产生一个孤立 

波 ： 

( )一 ( )+N(0，】)·肛 ( ) (4) 

其【}J，p足碎浪 系数(介于 0．001与 0．01之间)。碎浪操作过 

后如果所有的孤立波的适应度值都小于 的适应度值，则保 

留 ；否则，在种群中用孤立波中的最优解来代替 z 。 

1．3 折射 

水波在传播的过程中流经山底、山谷这些具有深海特征 

的陡峭地方时就会绕射，也就足所说的折射，发生折射时的波 

线分布如冈 3所示。通过观察图 3可知，水波收敛在浅水区 

而发散在深水 。为 l『模拟水波在传播过程中的能量耗散， 

传播后波高会进行减 1操作。在 WWO中只对波高为0的水 

波进行折射操作，以避免搜索停滞。用式(5)来更新水波折射 

后每一维的位置： 

，( )一N( ， 巫  ) (5) 
L 

其I1I， 足 前种群中的最优值，N(／2， )表尔均值为 、标准 

差为 的高斯随机数。折射操作后 ， 的波高仍重置为h⋯ ， 

同时按式(6)对水波的波长进行更新 ： 

一  (6) 
图3 水波的折射 

WW()算法的框架结构如算法 1所尔。 

算法 1 ww0算法 

输人：待求解的优化问题(设其维度为D，适虚度函数为 f) 

输出：算法找到的最优解 x 

Step l 初始化相关参数，随机初始化一个具铂 n个水波的种群 P，计 

算每个水波的适应度 f(x)，找出最优解 x ； 

Step 2 、 终止条件不满足时，转Step 3，否则算法结束，返回x ； 

Step 3 对每个水波 x执行如下操作： 

Step 3．1根据式(1)进行传播操作； 
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Step 3．2如果生成的水波 x 满足f(x )>f(x)，转 Step 3．2．1；否则， 

转 Step 3．3； 

Step 3．2．1用 X 代替 x； 

Step 3．2．2如果 f(x )>fix )，根据式(4)进行碎浪操作，并用 x 

代替 x ，转 Step 3．4； 

Step 3．3对水波 x的波高 h执行减 1操作； 

St印 3．3．1如果 h=O，根据式(5)和式(6)对 x进行折射操作； 

Step 3．4根据式(2)更新每个水波的波长，转 Step 2。 

2 基 于混沌优 化和单纯形法 的水 波优化 算法 

CsI 、)~w O 

水波优化算法的收敛性和求解精度与随机初始化的种群 

密切相关。为提高WWO算法的求解精度，引入了混沌优化 

策略；同时，为进一步提高WWO算法的收敛速度，引入了局 

部搜索能力较强的单纯形法[8]。 

2．1 混沌优化策略 

启发式优化算法一般都是对初值敏感的，如果种群中的 

个体都是初始化在最优解的邻域内，则算法的收敛速度快、求 

解精度高；如果种群初始化时离最优解较远，则算法的收敛速 

度就会下降，得到的全局最优解的精度也会相应降低。很多 

情况下，随机初始化的种群分布都不是那么理想，混沌序列可 

以用来弥补随机初始化种群分布不理想的缺点。混沌是非线 

性动力系统中普遍存在的一种现象，混沌的过程看似混乱，但 

其实具有一定的规律性，能在一定范围内按其自身规律不重 

复地遍历所有状态。混沌优化算法的基本思想是将待优化变 

量通过混沌映射规则映射到混沌空间([O，1]之间)，利用混沌 

变量的随机性、遍历性、规律性 特点在混沌空间进行搜索， 

再将获得的解映射回原解空间。用混沌序列初始化种群，可 

以保证种群中的个体对解空间进行遍历搜索，克服随机初始 

化种群分布较差的问题。当前许多启发式算法都结合了混沌 

优化的策略[1~13 来改进算法的性能。在当前的研究中，产生 

混沌序列的混沌映射有多种，本文采用 Logistic Map[“]来产 

生混沌序列的初始种群。Logistic Map函数 的形式如式 (7) 

所示 。 

Xk+1 X (1+X ) (7) 

其中， 是混沌系数， ∈[O，4]，本文取 a=3。 

在式(7)中，墨+ 是随机初始化的混沌序列， + 的范围 

在0至 1之间。混沌序列中的每个值依赖于初始值，初始值 

的微小改变会使其长期行为产生巨大变化，这是混沌的特征， 

因此生成的混沌种群具有混沌的特性。混沌初始化初始种群 

的过程如算法 2所示。 

算法 2 混沌初始化初始种群 

Step 1 随机初始化一个具有 n个水波的种群 P； 

Step 2 利用式(7)产生与随机初始化种群对应的混沌种群 CP； 

这种方法得到的混沌初始化种群不可避免地还会存在随 

机初始化的个体。为了进一步减小随机初始化的个体对求解 

精度和收敛速度的影响，利用式(7)对每次迭代后的最优解进 

行混沌扰动。混沌扰动的过程如算法 3所示。 

算法3 混沌扰动最优解 

Step 1 将每一代中的最优解映射到 Logistic方程的定义域[O，1]； 

Step 2 由Logistic Map得到当前最优解对应的混沌解； 

Step 3 将该混沌解与当前最优解进行比较 ，若混沌解较优，则用混 

沌解代替当前最优解，否则保留当前最优解。 

2。2 单纯 形法 

单纯形法(Simplex Method，SM)也可以称为可变多面体 

搜索法，具有原理简单、搜索速度快、计算量小和局部搜索能 

力强等优点，目前许多启发式算法[15-17 都引入了单纯形法来 

加快算法的收敛速度。为了进一步提高 ww0算法的收敛 

速度，本文引入了局部搜索能力较强的单纯形法。 

单纯形法的搜索原理[1 ]是在由n-l-1个顶点构成的多面 

体所在的 维空间中，首先由适应度评价函数确定各个顶点 

的适应度值 ，其次确定其中的最优点、次优点和最差点 ，接着 

通过反射、扩张、收缩或压缩等策略找到一个较优的点取代最 

差点，从而构成新的多面体，如此反复迭代便可以找到或逼近 

最优点。单纯形法的搜索点如图 4所示。 

最优点榴 

扩展点 
xe 

图4 单纯形法搜索的不同点 

单纯形法的搜索步骤如下 ： 

Step 1 计算所有顶点对应的适应度 函数值 ，确定其 中 

的最优点xg、次优点 6和最差点3CW，适应度函数为 _厂，根据 

式(8)计算最优点 xg和次优点曲 的中点位置XC。 

zc—
xgA -xO (8) 

Step 2 根据式(9)执行反射操作，将最差点 XW依据中 

心点XC进行反射。 

xr=xc+a(xc--xw) (9) 

其中，xr为反射点；ot为反射系数 ，本文中取 1。 

Step 3 如果 f(xr)>-厂( g)，说明反射方向正确，接着 

根据式(1o)进行扩张操作。 

xe~xc+ y(zr一 ) (10) 

其中，xe为扩张点；)，为扩张系数，本文中取 2。计算扩张点 

的适应度值f(xe)，如果 f(xe)>f(xg)，用扩张点xe代替最 

差点删 ；否则，用反射点2cr代替最差点xw。 

Step 4 如果 f(xr)<厂( g)，说 明反射方 向有误，按式 

(11)进行压缩操作。 

xt=xc+fl( 叫——．zc) (11) 

其中， 为压缩点；J8为压缩系数，本文中取 O-5。如果 ，( )> 

f(xw)，则用 xt取代最差点。 

Step 5 如果 f(xw)<f(xr)<f(xg)，用式(12)进行收 

缩操作。 

剧一 f一 羽 一zc) (12) 

其中，XS为收缩点；卢为收缩系数，与式(11)中取值相同。如 

果，(zs)>，(删 )，则用XS取代最差点XW；否则，用反射点 

xr代替最差点xw。 
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在改进后的 ww0即 CSMWWO中，算法在每次混沌 

扰动最优解之后 、逐个更新波长之前实施单纯形法优化最 

差解 。 

2．3 基于混沌优化策略和单纯形法的水波优化算法框架结构 

Mww0算法的框架结构见算法4，算法流程图见图5。 

算法 4 、~ nⅣ0算法 

输入：待求解的优化问题 (设其维度为 D，适应度函数为 f) 

输出：算法找到的最优解 x 

Step 1 初始化相关参数。 

Step 2 用算法 2混沌初始化一个具有 n个水波的种群 P，计算每个 

水波的适应度 f(x)，找出最优解 x 。 

Step 3 当终止条件不满足时，转 Step 4；否则算法结束，返回 x 。 

Step 4 对每个水波 x执行如下操作； 

Step 4．1根据式(1)进行传播操作； 

Step 4．2如果生成的水波 X 满足f(x )>f(x)，转 Step 4．2．1；否则， 

转 Step 4．3； 

Step 4．2．1用 x 代替 x； 

Step 4．2．2如果 f(x )>f(x )，根据式(4)进行碎浪操作，并用 x 

代替 x ，转 Step 4．4； 

Step 4．3对水波 X的波高 h执行减 1操作； 

Step 4．3．1如果 h=0，根据式(5)和式(6)对 x进行折射操作； 

Step 4．4根据算法 3对最优解 x 进行混沌扰动； 

Step 4．5根据单纯形法优化较差解 ； 

Step 4．6根据式(2)更新每个水波的波长，转 Step 3。 

注：Step 2，Step 4．4和 Step 4．5是与原 WWO算法不同 

的部分。 

广 

初始化算法运行参数 

混沌初始化初始种群 

墨 苎 
I三 

每个水波 以式(1)进行传播 
操作产生 波 
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<  

按照式(4)对x，进行碎浪操 

作，并用 代 替一 

否 
对 波的波高h进行减1操作 

工 ；̂07 

按照式(5) 式(6)加  

波进行折射操作 

按照式(3)对所有水波 

的波高进行更新 
对最优解进行 
混沌优化 

用单纯形法 

删除最差解 

图 5 CSMWWO算法流程图 

3 实验结果与分析 

3．1 实验设置和比较方法 

为了测试CSMWWO算法的性能，将CSMWWO算法与 

花授粉算法(Flower Pollination Algorithm，FPA)[ ]、布谷鸟 

搜索(Cuckoo Search，CS)[ 。 算法、蝙蝠算法(Bat Algorithm， 

BA)[ 和基本的水波算法 WWO在 12个测试函数上进行了 

比较。相关测试函数如表 1所列。 

表 1 测试函数(其中Scope为函数的搜索空间，̂ 血为函数的最优值) 
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算法中参数的微小改变都有可能会影响算法的性能，为 

便于比较和测试结果的公平性 ，对 FPA，CS，BA和 WWO在 

表 1所列的测试函数上进行测试时，将这些算法参数设置如 

下 。 

1)FPA：转换概率 P=0．8。 

2)CS：交换概率 Pa=O．25。 

3)BA：频率最大、最小值分别为 =2， =0，脉冲发 

射率 r=0．5，音量 A—O．25。 

4)WWO：波长 J=【一0．5，波高 一12，波长衰减系数 口一 

1．0026，碎浪系数 p的最大、最小值分别为 0．25，0．001，忌r 一 

min(12，D／2)(D为问题的维度)。 

5)CSMWWO：波长 一0．5，波高 一 一12，波长衰减系 
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数 一1。0026，碎浪系数 I9的最大、最小值分别为 0．25和 

0．001，五一 ----min(12，D／2)(D为问题的维度)，混沌系数 Ol1— 

3，反射因子 a2—1，扩张因子 r=2，压缩因子 卢l一0．5，收缩因 

子 岛一O．5。 

实验环境如下：处理器为 Intel(R)Xeom 3．5GHz，内存 

为 8GB，Windows 7系统 ；应用软件为 Matlab 2012a。在实验 

中，用 3O维的问题来进行测试，同时每个算法的种群规模为 

5O，最大迭代次数设置为1000，独立运行次数为 30，每个算法 

在，1一．厂l 这些函数上的评价次数如表 2所列(同一种算法在 

每个函数上采用相同的评价次数)。 

表 2 不同算法在测试函数 ^一^2上的评价次数 

3．2 实验结果 

表 3列出了包括 CSMWWO在 内的 5个算法的测试结 

果，其中“Max”，“Min”和“Median”分别表示 30次独立运行结 

果中的最大值、最小值和中值 ；“Std．”表示 3O次运行结果的 

标准方差 ；“Rank”表示就 Median值而言 5个算法的排名情 

况；D表示测试函数的维度。在比较的过程 中，最优的 

“Min'’，“Median"和“Std．”用粗体显示。 

表 3 不同算法在测试函数 ^一^2上的测试结果 
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且 CSMWWO在函数 ．厂4上获得了最小的标准差。 

在函数 ^ 中，CSMWWO获得了理论最优值 0，其平均 

求解精度比 FPA，CS，BA，WWO分别高了 17个、14个、11 

个、12个数量级，且获得了最小的标准差。函数 ^ 有许多局 

部极小值点，是一个典型的非线性多模态函数，并且搜索空间 

比较广泛，一般的优化算法很难找到全局最优解，CSMWWO 

在．厂5上求解到最优精度，体现了CSMWWO处理此类问题 

的优势以及其较强的全局搜索能力。 

在函数 _厂6中，CsMWW0的最优值 、中位数和标准差都 

是最小的，说明 CSMWWO不仅求解精度高，而且稳定性也 

较好。 

在 ．厂9一^z这 4个低维的函数上，CNMWWO都获得了最 

优解。在函数 上，FPA，CS，BA和CSMWWO都获得了理 

论最优值且方差都为 0。在-厂l0上，各算法的最优精度一样， 

但是 CSMWWO的方差最小，说明在求解 -厂1o时 cSMww0 

稳定性较好。在 厂l 上，FPA，wWO，CSMWWO求得的最优 

精度一样，ww0的方差较小。^z是一个多峰函数，在函数 

ẑ上CSMWWO获得了最优值，CS取得了最小的标准差。 

通过．厂9一^z这 4个低维函数的分析，说明CSMWWO在处 

理低维函数上也有一定的优势。 

由以上分析可知，由于引入混沌策略和单纯形法，对于大 

部分测试函数来说，CSMWWO的求解精度要优于 FPA，CS， 

BA和WWO。除了在函数 ，4上，CSMWWO的求解精度低 

于 BA，在其他函数上的求解精度都明显优于FPA，CS，BA， 

ww0，并且在取得最优值 的同时标准差较小，显示 了 

CsMWw0较高的求解精度和稳定性。CSMWWO在 ，_厂5 

这些多峰、具有多个局部极小值的函数上也获得了最优精度， 

体现了 CSMWWO较好的全局搜索性能。 

通过观察图 6一图 17的收敛曲线，发现在收敛速度上 ， 

CSMWWO在函数 _厂2，，3，，4，-厂6，-厂g，，11，̂ z上的收敛速度均 

快于FPA；CSMWWO在函数 -厂2，-厂3，_厂4， ，_厂6，_厂g，̂ z上的 

收敛速度均快于 CS；CSMWWO在函数 _厂4，̂ z上的收敛速度 

快于 BA； 【wW0在 函数 -厂2，_厂3，_厂4，，5，-厂6， ，，1o，-厂l ， 

_厂1z上的收敛速度均快于 WWO，说明改进后的算法在提高求 

解精度的同时也在一定程度上提高了算法的收敛速度。从图 

7可看出，CSMWWO收敛曲线的下降速度比WWO快很多， 

而且很快找到了最优值。图 17中，C 0的求解精度和 

收敛速度均优于其他算法。从图8一图11可以看出，CSMW— 

WO的收敛速度 明显快于 WWO，WWO在一定的迭代中可 

能陷入局部最优，说明加入混沌策略和单纯形法之后能够帮 

助算法跳出局部最优，同时也能提高算法的求解精度。 

结束语 文中针对基本水波优化算法 ww0的求解精 

度和收敛速度还有待提高的问题，提出了一种基于混沌优化 

策略和单纯形法的水波优化算法CSMWWO。该算法将混沌 

优化的特点和水波优化算法的优点相结合，不仅保持了水波 

优化算法易于实施的优点，而且从一定程度上降低了随机初 

始化的种群分布较差的问题。另外又引入了局部搜索能力较 

强的单纯形法，进一步提高了算法的求解精度和收敛速度。 

关于算法的参数优化(如波长衰减系数 0g和碎浪系数 等系 

数之间的取值范围和相互间的关系)、实际应用以及算法的拓 

扑结构优化等问题仍是研究的重点，也是下一步将要开展的 

工作。 
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表 3 论域 U中所有对象的优势类 

随机抽取一部分对象集x一{X1，z2，z3，z7，X8， ，zl4， 

t ， 。)作为研究对象，X的上、下近似分别为： 

RA (x)=={z1， 2，z3，X4} 

R赢 (X)={ 1，．702，X5，X7，z8，．7C12， 17， 19) 

进而，X的正域、负域、上边界域、下边界域和边界域分别为： 

posR~ (x)一{z1，现) 

gRi表 (X)一{ 6，x9，x1o，Xll，X13，X14，X15，31'16，X18，-2：：20} 

ub,m~ (x)一{ 3，X4} 

Lb,m~k( 一{X5，幻，z8，z12， 17， l9} 

R赢 (X)一{动，X4，X5，z7， 8，XI2，z17，X19) 

结束语 本文引入加权得分函数并定义了一种新的排序 

规则，基于此排序规则定义了该排序规则下的直觉模糊序信 

息系统 ，通过“逻辑且”的方式把该序信息系统下的变精度粗 

糙集与程度粗糙集联合起来，使信息系统的量化更加精确。 

最后，通过董事会主席选举的实例对本文提出的定义与定理 

进行分析。文中工作有助于减小实际工程应用中因信息量化 

不全而导致的误差，从而提高信息量化的精度。 
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