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稀疏原子分解算法在 AR模型参数估计中的应用 

姜玉洁 刘国庆 

(南京工业大学计算机科学与技术学院 南京211816) 

王天荆。 

(南京工业大学数理科学学院 南京 211816)。 

摘 要 针对 自回归(Autoregressive，AR)模型阶数和 系数的估计问题，提 出一种基于稀疏表示的原子分解新算法。 

首先，根据 AR模型 自相关函数特征构造一个过完备稀疏字典；其次，针对含噪观测信号，通过 引入松弛变量，建立关 

于AR模型特征根稀疏恢复的优化模型；最后，将定阶和参数估计问题转化为求解稀疏最优基 问题，并提 出一种改进 

的变尺度变换算法来求解该优化问题。实验结果表明，无论是对模拟信号，还是真实的脑电信号，该算法在定阶和系 

数估计两方面均优于传统估计方法，具有更好的预测精度和鲁棒性。 

关键词 AR模型，稀疏表示，过完备稀疏基，参数估计 
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Abstract Aiming at the problem of AR model order and parameters estimation，a novel algorithm based on sparse rep— 

resentation of atomic decomposition was proposed．Firstly，an over-completed sparse dictionary was constructed accord— 

ing tO the characteristic of the autocorrelation coefficient of AR mode1．Secondly，for noisy signals，this paper used the 

slack variables tO establish a new optimization model for sparsely recovery of the characteristic polynomial roots of AR 

mode1．Finally，we converted the parameters estim ation problem into the problem of best basis selection which is solved 

by the modified affine scaling methodology．The experiments show that our algorithm is more effective than the tradi 

tional methods in terms of the forecasting precision and robustness． 
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1 引言 

时间序列分析是统计学科的一个重要分支，它通过处理 

预测 目标本身的时间信号序列来获得事物随时间演变的特性 

与规律，进而预测信号未来的发展 。而时间序列分析中常见 

的一种形式是 AR模型，该模型在建模时具有计算简便 、实时 

性强等优点，易满足系统条件，在雷达 图像处理ll1]、无线通 

信[ 、神经网络[ 、生物医学信号处理l4 等领域有着广泛应用。 

若建立一个完整的AR模型，传统方法需先识别模型阶 

数，再用样本数据对模型系数进行估计。关于定阶问题，现有 

的研究主要是在模型的复杂度和拟合度间进行折中，最为常 

用的是最小信息准则(Akaike Information Criterion，AIC)l5]。 

AIC虽然为解决时间序列模型的定阶问题带来诸多便利 ，但 

无法给出相容估计，即当样本容量很大时，根据 AIC确定的 

模型阶数并不能收敛至真值。在准确估计模型阶数的条件 

下，已有一些有效的系数估计方法被提出，如 Burg法、Levin— 

son-Durbin递推算法、最小均方(LMS)算法l6]等。但若观测 

信号被噪声污染，这些算法的估计质量会大幅下降l7]。传统 

方法将 AR模型的建模过程分成定阶及系数估计两个步骤， 

定阶过程的误差直接影响系数估计的准确性。此外，当时间 

序列信号与其他随机信号混合时，传统建模方法很难从中分 

离出时间信号。综上所述，传统方法的推广性较差，在很多情 

况下无法适用，亟需新的改进方法。 

Donoho D L等人_8 在研究信号稀疏处理问题时提出r 

基追踪下的原子分解方法 ，该方法的主要思想是基追踪 (Ba— 

sis Pursuit，BP)算法可以通过凸优化方式在过完备原子库 中 

找出信号最稀疏的表示形式，将一些较小的变量系数压缩至 

零，即剔除该变量。该方法基于全局优化原则，将稀疏表示 的 

系数的 f1范数最小化，是一种较为稳健的信号分解方法。 

借助于 BP算法全局优化的优势，本文提出一种基于稀 

疏表示的原子分解算法，它能对 AR模型的阶数及系数进行 

同步估计。该算法首先根据原子分解的思想构建一个过完备 
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稀疏基，将定阶及系数估计问题转化为求解 (O≤声<1)度 

量优化问题，求解该类优化问题 的算法类似于变尺度变换 

(Affine Scaling Transformation，AST)算法E。 ；接着对 (O≤ 

户<1)优化模型进行推广，使其适用于应用中常见的AR模型 

含噪信号，利用改进的变尺度变换方法对带有不等式约束的 

新优化模型进行稀疏估计 ，得到最优解 ，这样可将传统参数估 

计方法中的两个步骤合二为一，简化了建模过程；最后，通过 

模拟时间信号和真实脑电信号的参数估计实验来验证本文算 

法的有效性 。 

2 All模型的过完备稀疏基构造 

假设信号{Yt，tE丁}符合 AR模型： 

口 

Yt一 口 Y 一{+ (1) 
￡； l 

其中，口 ，⋯， 是模型参数，{ ，tE丁)是均值为O、方差为 

的白噪声序列，q为模型阶数。 

AR模型中常见的问题是平稳性问题[1o]。自回归过程 

AN(q)平稳的充要条件是特征方程 (L)一Lq+a Lq + 

azLq +⋯+‰一O的q个特征根 Ui(1≤ ≤g)均在单位圆 

内，即lU／I<1。为了方便研究 ，不妨设特征根两两不相等。 

将方程(1)两边同乘以 ，然后取期望，得到关于自相 

关系数R的重要递推式： 

u z ．．． ~q el
：  (4) 

令矩阵 u一 兰至1，向量 一『三1，向量 

特  翔 ll f ； ；引 专一 ”̂“专{【 三 三． 

如图1所示，区间(一1，1)被{研， ，功，⋯，VN)等间隔分 

9 

割成 N+I份，其 中 q一一1+ 且 一 (1≤ ≤q，1≤ 

≤N，q<N)，即由特征根 U ，Uz，⋯，‰构成的矩阵U的列向 

量落在图 1所示的矩阵中。不同于常规 AR模型估计方法 ， 

本文采用稀疏估计的思想，根据图1所示 AR模型的特征根 

分布构造一个过完备字典，以此建立一个稀疏结构，即： 

1 1 

胡 胡 

许 谚 

· · · 1 

⋯  N 

⋯  

● 

⋯  ： 

⋯  

R(O)] 

R(1)J 
． 1 (5) 

R(K)J 

令向量X=[-c ，Cz，⋯，cN] ，矩阵v=Ev~， ，⋯， ]= 

1 1 

功 现 

谚 

· · ·  1 

⋯  N 

⋯

诵 
●  

⋯  ： 

⋯ 碟 

，则式(5)等价 于：VX—b。其中 定义 

为过完备稀疏基，且要求K+1％N，列向量 ， ，⋯， 是 

构成过完备基最基本的元素，称为原子。{ ， ，功，⋯， ) 

应足够密集，从而使分割点 与特征根U 重叠，亚定方程组 

(5)的稀疏表示对应于方程组(4)。 

3 稀疏原子分解算法在 All参数估计中的应用 

3．1 Ip(0≤p< 1)度量优化模型 

基于上述构造的过完备稀疏基 V，可知式(5)为欠定方程 

组，其解并不唯一，而所需解为最稀疏解，则本文将 AR模型 

定阶及系数估计问题转化为求解如下的 (O≤户<1)度量优 

化问题 ： 

rain p (X)一∑lX[i]lP 
(6) 

S．t．VX 一6 

为求解上述最优化问题 ，Rao等人[。 通过构造拉格朗 日 

函数L(X，A)将约束优化模型转化为无约束优化问题： 

L(X， )一 (X)+ ( X一6) (7) 

其中，J=l是m×1阶的Lagrange乘子向量。通过对无约束优 

化问题(7)的推导可得出求解优化问题(6)的迭代算法的思 

路 ： 

X +1一II一 (Xk)V (vii (Xk) ) b (8) 

然而在很多实际情况中，因环境影响及设备缺陷等原因， 

在采集信号时会造成观测信号带有噪声，进而导致信号相关 

系数R产生误差。对于亚定方程组(5)，常数向量 b的误差会 

直接影响 (O≤声<1)模型(6)的最优稀疏解的稀疏性，因此 

不能将迭代算法(8)运用至含噪观测信号中。 

3．2 参数估计与稀疏表示 

考虑到噪声对定阶和系数估计的影响，本文提出估计模 

型阶数与系数算法的新思路：将信号中的噪声作为约束条件 

引入 度量优化模型，问题便转化为不等式约束最优化问 

题 ，最终 目标是从原子基中提取 q个有效基。这 q个稀疏解 

的位置分别对应于 AR模型的特征根 啦，U2，⋯， 在区间 
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(一1，1)的位置，而非零根的个数 q对应 AR模型的最佳阶 

数。 

当实际信号{Y ，tET}带有噪声时，信号的白相关系数R 

也会在理论值附近波动。因此，针对实际情况，对模型(6)进 

行推广： 

min (x)一∑I X[ ，O≤p<1 
(9) 

s．t．Ivx一6l<￡0 

其中，向量6一[尺(o)，R(1)，⋯，R(K)] 是含噪信号的自相 

关系数；误差矩阵c。一[￡，e，⋯，￡] r，￡表示观测误差上限。 

正如 3．1节所提到的，迭代算法(8)不适用于上述不等式 

约束模型，为了解决此类问题，引入松弛变量 一6+e0一 

VX， 一VX一6+￡。，这时可将模型(9)的约束条件改为： 

DX Ex， ， ] 一 (1O) 

≥O (11) 

≥O (12) 

其中，。一[ I。一：]， 一[：二 ]， 是单位矩阵。 
显然，若直接用迭代算法(8)求解含等式约束(1O)的优化 

问题，迭代过程中不等式(11)和式(12)将不能成立。为 了改 

变这种情况 “]，本文提出新的目标函数 ： 

min∑lxE5I + ∑I r／1 Ei]1 + ∑ I I-i]I (13) 

其中，吼， 为正的权重系数。不妨设范数因子 P， ∈Eo，1)。 

不难发现，当毋， 趋于零时，新 的目标函数退化为模型(9) 

的目标函数。为了简化表达，令 ，一[x ， ， ] ，则优化问 

题(9)改为： 

min ( 一∑I尢 ]1 P+ ∑ I尢 l + 

。

fEi]IfEi]I a (14) 
+  

I。 (14 

S．t．Df=d，fEN+ ]≥0， 一1，⋯，2K+2 

迭代算法(8)由于类似于能全局收敛至稀疏解的AST算 

法，被广泛应用于内点优化领域，具有极好的收敛性能。考虑 

到 AST的这一优势 ，本文在此基础上提出改进的变尺度算法 

来求解优化问题(14)，这实际上也是一种内点逼近的算法。 

定理 1口 ] 内点法可求解较为复杂的约束优化问题，只 

要保证初始点为可行域的内点，则每次迭代的点都是可行点。 

根据以上 定理 ，如果 初始 迭 代 点选 择 为可 行解 ，即 

，[N+扫≥O， 一1，⋯，2K+2，则迭代过程中它们将保持非 

负状态，优化模型(14)就可忽略不等式约束。至此， (O≤ 

户<1)优化模型的思路可应用于寻求带有不等式约束优化问 

题的稀疏解，并且只要在迭代过程中将 ， 设置得足够小， 

求得的最终解即为最初的模型(9)的最优解。 

接下来给出同步估计AR模型阶数与系数的新算法的具 

体过程。首先构造迭代公式，定义对称尺度矩阵E“ w： 

W一 (／)一II(f)一diag(p I fell lP ，⋯，P I fell I 一 ， 

I尢N+1]I 。，⋯， I厂[N+K+1]I一。， 

l尢N+K+1]I ，⋯， I-厂[N + 2K + 

2] 。) (15) 

针对第 忌+1次迭代，用 W + 来表示 W，其值可由当前解 

^来进行估计(即 V + 一1I( )-I／2)，并定义尺度变量 z ： 

— W f，_厂一w抖 。此变换后，关于 _厂的优化问题(14)转 

换为关于尺度变量 的优化问题 ： 

rain (W抖1z) 

S．t．D lz=d (16) 

z( )≥O， —N+1，⋯ ，N+2K+2 

其中，D抖1一DWk+1。 

类似于 AST方法，为了获得一个可行下降方向，求出在 

当前迭代点 ^ 处的梯度的值后将其投影至 D 的零空间 

上，可得搜索方向 ： 

厶 一(j—D 1D 1)Wk+11I( ) 

一 (I一璐 lDk+1)Wk+1w群1 

一 (I—D 1D抖1) (17) 

其中，D l是 十l的Moore-Penrose逆。得到搜索方向后，新 

的迭代点 + 和 + 的计算公式如下： 

+1一 一 Z ，̂ +l一^ 一W抖l Z (18) 

其中， 为正的步长。若 一1，则最终迭代公式为 ： 

zt+1一D ld，
．  

+1一V +1~kq-1 (19) 

接下来考虑如何选取一个初始可行解。一般说来，Df= 

的解并不唯一，其任意解表示为 ，一D d+ ，其中 是 D 

的零空间N(D)上的任意向量。奇异值分解后可以得出 D的 

零空间N(D)的正交基。然后，通过适当的系数组合就能较 

容易地得出此类问题的初始迭代向量 。 

3．3 算法流程及收敛性分析 

基于以上理论，现给出本文提出的稀疏原子分解算法的 

流程(若未作特别说明，算法流程中的下标点一律代表第k次 

迭代)。 

(1)对时间序列信号{ ，tE T)进行平稳性检验和零均值 

化处理 ； 

(2)计算样本的自相关系数 R(O)， R(1)，⋯，R(K)，将区 

间[一1，1]等间隔分成 N+1份； 

(3)给定算法观测误差上限￡及控制误差￡ 、初始值 _厂o、 

权重系数 和 、范数因子 P，a∈(O，1)； 

(4)计算 V +1一diag(P I，[1] 。，⋯，P l_厂[N] 。， 

I尢．N+1]I ，⋯， l，[N+K+1]I ，啦l_厂[N+K+ 

1]l 。，⋯， l N+2K+2]I一。) 。； 

(5)更新 +1一D+十ld，其中 +1一D +1； 

(6)令 ^+1一Wk+1Zk+l； 

(7)若 ll 一  ̂ Il；／Il 一t <￡ ，算法结束，否则令 

k=k+1，返回步骤(4)。 

下面重点研究本文算法的收敛性。本文所描述的收敛分 

析是 建立在全局 收敛定理 (Global Convergence Theorem， 

GCT)ll朝的基础上，具体描述如下。 

定理2 算法得出的解序列从一个有界可行解出发能收 

敛于具有稀疏性的最小解(利用类似于文献1-9]的技巧很容易 

证明定理 2)。 

除了收敛分析外，算法的收敛速度也不容忽视，因为收敛 

速度与计算复杂度密切相关。 

定理 3[1 ] 对任意的有界可行解 _厂o，该算法产生的序列 

{ )芒。全局收敛至稀疏解，且收敛速度为 2一max(P， )阶 

(证明略，可参考文献[15])。 
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定理2和定理 3表明，范数因子 户，a(P，口∈[o，1))的选 

择与收敛速度密切相关，范数因子越小，收敛速度越快，可见 

本文算法是有效的且具有较好的收敛速度；同时它打破了传 

统的先定阶再确定系数的固定模式，将两个步骤合二为一，仅 

需较少的迭代步数即可收敛至稀疏解，简化 了建模过程。此 

外，本文算法实际上是一种优化算法，观测数据的长度变化对 

参数估计的影响较小，稳定性好 ，有效解决了传统 AIC方法 

在小样本情况下准确率较低的问题 。 

4 算法实验及其分析 

为了验证参数估计新算法的有效性，进行两组实验。参 

数取值为：K=20，N=200， 一 一2 ，p=0．5，a=0．5。 

实验 1 本实验主要考察AR(2)模型和AR(3)模型信号 

的定阶及系数估计问题。 

模型 I：Yt=--0．27 一1+O．12y卜2+￡ 

模型 II：yt—O．26yt一1+O．62y,一2一O．23 一3+￡ 

其中，{￡} 是均值为O、方差为0．04的白噪声序列。 

图2和图 3示出了观测数据长度 一200的一个模拟仿 

真结果。这里利用模型(9)的目标函数E 来说明本文算法 

的收敛速度(因为算法在信号可能存在的位置聚集收敛并压 

制无信号区域，从而解向量的 (O≤夕<1)度量越来越小，直 

至趋于平稳)。 

∞  

S 1．6 
劬 10 

警s 
O 
0 2 4 6 8 lO l2 

迭代次数 

图2 模型 I的收敛性能 

图 3 模型 II的收敛性能 

由图 2和图 3可以看出，模型 I仅迭代 16步即可将稀疏 

解收敛至点(一O．51，0．3393)，(0．23，0．1222)附近；模型 II仅 

需迭代 18步左右即可收敛 至点 (一0．84，0．1442)，(O．41， 
-- 0．1715)，(O．68，0．7631)附近 区域。而模型 I的特 征根 

“1一--0．51，“2=0．24；模型 II的特征根 “1一一0．83，“z一 

0．41，“a—O．67。两个模型的稀疏解分别与各 自特征根对 比 

后表明，本文算法以较少的迭代次数即可有效达到平稳状态， 

体现了算法优越的收敛性能。 

为进一步说明算法的有效性，将其与传统方法进行对比， 

对模型 I和模型 II在不同观测数据长度 一80，200，500下分 

别进行 100次模拟，计算出这几种方法准确定阶的次数及在 

准确定阶条件下系数的估计平均值，结果如表 1所列。表中 

“ IC+LD”即AIC定阶结合 Levinson-Durbin算法估计参数； 

“BIC+Burg"E1 BIC准则 定阶结合 Burg算法估计参数。 

表 1 传统方法与本文算法估计结果的对比 

从表 1可得出如下结论：1)定阶准确率随着样本量的增 

加也相对增大，当模型 II的观测数据长度为 500时，AIC定 

阶正确率为 63 ，BIC正确率为 68 ，而本文算法可达到 

84 ，明显优于传统的定阶方法；2)针对不同长度的观测数 

据，本文算法均能有效得到更准确的系数估计。因此，相对于 

传统方法，本文算法可同时得到阶数和系数更好的估计。 

实验 2 本实验对真实小鼠脑电信号进行分析。小鼠视 

觉皮层局部电位信号(Local Field Potential，LFP)共 7道，采 

集 自不同时刻睡眠或清醒状态下小鼠大脑皮层的视觉感受 

区，仿真数据选取了其中的3道采样信号(见图 4)。首先对 

LFP信号进行单位根检验口 ，验证了3道采样信号均为平稳 

序列信号后再对其进行归一化处理，目的是使其变为零均值 

平稳序列(见图 5)。 

采用本文算法对预处理后的3路信号进行分析，利用拟 

合出的AiR模型对第 1路信号的第 601~630个数据和第2，3 

路信号的501--530个数据进行预报，并分别与传统方法(如 

AIC定阶+LD系数估计、BIC定阶+ Burg系数估计、AIC定 

阶+LMS系数估计)进行对比，得到的结果如图 6一图 8所 

刀 。 
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图 6 源信号 1的预报效果比较 
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图 7 源信号 2的预报效果比较 
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图8 源信号 3的预报效果比较 

为了更直观地说明算法的优越性，将本文算法与 3种传 

统方法进行性能对 比。预报性能指标采用如下均方根误差 

E和预测精度EPA[” 表示 ： 

Em~sE一{ 
一

1
- 2--

l ： 
( ( )一 ( ))。} (20) 

{[ ( )一 ( )][ ( )一 ( )]}) 
EpA~-"PA一 — —  — 一  (21) 一———— ■——一  

其 中， 一{30，60，8O}为预测数据个数， ( )和 (i)分别为第 i 

个采样点的预测值与真实值 ，Y ( )和 Ym( )分别为第 个预 

测值和真实值的平均期望， 和 分别代表预测序列和期 

望序列的标准差。 反映的是预测值对真实值的平均偏 

离，其值越小说明算法的预测效果越好；而 EpA反映了预测值 

与真实值在其均值附近偏离的相关性，取值范围为[一1，1]， 

其值越接近于 1，预测精度越高。4种方法的性能指标比较如 

表 2一表 4所列。 

表 2 不同方法预测性能比较(源信号 1) 

表 3 不同方法预测性能比较(源信 号2) 

表 4 不同方法预测性能比较(源信号 3) 

结合图 6一图 8和表 2一表 4可以看出，针对 3组信号相 

同采样点个数的预报数据，本文算法 值最小，EpA值也 

相对最接近 1，性能指标改善较明显，预测效果有了显著提高 

(随着预测点数的增多，预测误差增大，这是 由于误差累积造 

成的)。 

另外，利用本文算法对 3组信号进行预测时，由于其良好 

的预测效果，当缺失观测数据时可以用该位置的预测值进行替 

代，并且不影响预报的效果，体现了本文算法较好的鲁棒性。 

结束语 本文基于稀疏性理论，创新性地提出一种原子 

分解算法并将其应用至含噪观测信号的 AR模型阶数和系数 

估计中。该方法根据AR模型特征根分布特点构造出过完备 

稀疏基，将定阶和系数估计两步骤合并，转化为稀疏求解最优 

基问题。本文最后的模拟信号及 LFP信号的定阶和系数估 

计实验表明了算法不仅提高了参数估计的准确性 ，还简化 r 

建模过程 ，在定阶的同时进行了非零系数的估计。 

本文算法具有良好的收敛速度及稳健的预测精度，在未 

来的工作中可以进一步将其应用到气象回波与背景杂波信号 

的分离以及特征提取等其他方面。 

】 0  l  1  0  l  1  0  1  
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