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摘　要　三支决策是不确定问题求解的重要理论.经典的决策粗糙集模型通过计算三支区域总体决策最小化风险,

给出了一种有效的三支决策阈值求解方案.然而对于决策粗糙集理论中代价目标函数之间的逻辑关系及其三支决策

阈值间的推理,目前尚未有研究进行深入讨论.首先,提出了一种基于三支决策代价目标函数间逻辑关系的新型阈值

计算方法.其次,根据不同损失函数取值分布情况下的三支决策阈值推导,分别给出了不同阈值的三支分类语义解

释.最后,通过一组典型的实例证明了提出的基于三支决策代价目标函数的阈值计算方法及三支决策分类的推理是

有效的.
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Abstract　ThreeＧwaydecision(３WD)isanimportantmethodforsolvingproblemsunderuncertainty．TheclassicaldeＧ

cisionroughsettheoryprovidesanefficienttriＧpartitionthresholdsolvingmethodbyminimizingtheoveralldecision

risk．However,thelogicalrelationshipamongthethreeＧwaydecisioncostobjectivefunctionsanditsthresholdreasoning
stillneedfurtherstudy．Inthisstudy,thresholdsolutionmodelbasedonlogicalrelationshipamongthecostobjective

functionsofthreeＧwaydecisionwasconstructed．Furthermore,thederivationmethodofthreeＧwaydecisionthresholds

fordifferentlossfunctionvaluesdistributionwasstudied,andthethreeＧwayclassificationsemanticinterpretationofdifＧ

ferentdomainvalueswasgivenrespectively．Finally,asetoftypicalexamplesshowthatthethreeＧwayclassification

basedontheabovecostobjectivefunctionsreasoningisvalid．
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１　引言

三支决策(ThreeＧwayDecisions)[１]是在粗糙集的基础上

发展的一种不确定问题求解的理论.其主要思想是通过引入

延迟决策,将决策论域一分为三,使得具有相对充分信息的对

象集合被快速分类,而信息相对不确定的对象集合则作为延

迟决策区域等待进一步区分.近几年,三支决策在垃圾邮件

过滤[２]、文本情感[３Ｇ４]、图像识别[５]、流计算[６]等应用领域取得

了显著的成果.

决策粗糙集理论[７]是三支分类求解的最经典的理论之

一.其主要思想是在概率粗糙集模型基础上,建立了一套对

应三支决策的损失函数体系,并且给出了一种基于贝叶斯决

策理论即决策代价最小化的三支决策阈值求解方法.上述三

支决策的相关研究成果包括不同数据模型的决策粗糙集推

广.例如,基于代价敏感度量的概率粗糙集三支决策[８Ｇ９]、模
糊集三支决策[１０]、区间集三支决策[１１]、邻域三支决策[１２]等.

其他相关研究成果还包括:文献[１３]将当前决策粗糙集研究

的决策偏好从单纯的风险扩充到以时间、金钱为度量的测试

代价,并建立了序独立测试代价敏感信息系统;文献[１４]进一

步研究了以测试代价最小为目标的属性约简问题;文献[１５]

结合测试代价和误分类代价,提出了一种新的代价敏感决策

粗糙集模型;文献[１６]则将多粒度及双量化思想与决策粗糙

集相结合来进行研究;文献[１７]进一步研究了决策粗糙集的

动态计算等.

上述研究表明,决策粗糙集极大地推动和完备了三支决

策理论的发展.但是,研究也显示,对于决策粗糙集基础理论



中的三支代价目标函数与决策阈值之间的复杂逻辑关系及其

与决策阈值的关联性,目前尚未有文献展开充分讨论.

本文将以概率粗糙集三支决策为基础,提出一种基于三

支决策代价目标函数间逻辑关系的阈值求解方法.基于上述

方法,对决策粗糙集不同的三支代价目标函数与决策阈值之

间的逻辑关系及其三支分类的语义进行系统的讨论和推理.

２　相关研究

２．１　概率粗糙集三支决策

概率粗糙集是构造三支决策的基础原型之一,也是决策

粗糙集的基础[１８Ｇ１９].经典信息系统IS是概率粗糙集的基础

数据模型,其通常可以被形式化为一个四元组IS＝(U,A,V,

f).其中U 代表论域中的对象集合;A＝C∪D 代表属性集

合(C是条件属性,D 是决策属性);V 代表属性的取值范围;

f代表从对象到属性取值的信息函数,即f:U×A→V.

为了简化讨论,本文假定信息系统是完备的,即所有对象

的所有属性取值都是已知的.由于不同二元关系下概率粗糙

集具有不同的表达,因此引入等价关系来刻画对象之间的关

系,其定义如下[７Ｇ９].

定义１(等价关系)　给定信息系统IS上的属性子集B,

满足条件B⊆A,则基于属性B的等价关系记为:

IND(B)＝{(x,y)∈U×U|∀a∈B,f(x,a)＝f(y,a)}

处于同一个等价类的任一对象集合[x]是构成信息粒的

基本结构.从概率论的角度,可以刻画对象x∈U 对某个决

策类Di∈U/IND(D)的隶属程度,其定义如下.

定义２(条件概率)　对象x∈U 相对于决策类Di∈U/

IND(D)的隶属程度被定义为对象所属等价类[x]对决策类

Di 的条件概率,记为Pr(Di|[x]R),其计算公式为:

Pr(Di|[x]R)＝Pr(Di)×Pr([x]R|Di)
Pr([x]R)

基于概率粗糙集理论,在条件概率和等价类定义的基础

上,任意决策类的不确定程度可以由上下近似的方式来表示.

定义３(概率粗糙集的上下近似)　给定一组阈值(α,β),

并且满足０≤β＜α≤１,则基于信息系统IS的决策类别Di 的

上下近似可表示为:

apr(Di)＝{x|Pr(Di|[x]R)≥β}

apr(Di)＝{x|Pr(Di|[x]R)≥α}

定义４(概率粗糙集的三支决策)　给定一对阈值(α,β),

并且满足０≤β＜α≤１,则基于信息系统IS的决策类别Di 的

三支决策被定义为:正域(Pos(α,􀅰)(Di))、边 界 域 (Bnd(α,β)

(Di))和负域(Neg(􀅰,β)(Di)).其中:

Pos(α,􀅰)(Di)＝{x∈U|Pr(Di|[x]R)≥α}

Bnd(α,β)(Di)＝{x∈U|β＜Pr(Di|[x]R)＜α}

Neg(􀅰,β)(Di)＝{x∈U|Pr(Di|[x]R)≤β}

２．２　决策粗糙集理论

决策粗糙集[２０]在概率粗糙集理论的基础上引入了最小

风险贝叶斯决策理论.该理论通过计算三支决策的风险损失

值,找到期望风险最小的三支分类阈值,将其作为划分正域、

延迟域与负域的依据[２１].

经典决策粗糙集理论以二值的决策域作为研究对象,即

决策值域只考虑互补的二值状态集Ω＝{X,¬X}.其中,决

策对象集 X 的三支决策区域可记为Pos(α,􀅰)(X),Bnd(α,β)

(X),Neg(􀅰,β)(X),亦可表示为Pos(X),Neg(X),Bnd(X),

或Pos,Neg,Bnd.

基于贝叶斯风险理论,不同决策显然会导致不同的损失.

设λPP ,λBP ,λNP 表示将正域元素分别划分为３个域的损失函

数值,而λPN ,λBN ,λNN 表示将负域元素分别划分为３个域的损

失函数值.

当任一对象x∈U 的等价类[x]R 被分别划分至３个决策

域后,其三支决策代价目标函数可以分别表示为TP,TN ,TB.

其中:

TP＝λPPPr(X|[x]R)＋λPNPr(¬X|[x]R)

TN ＝λNPPr(X|[x]R)＋λNNPr(¬X|[x]R)

TB＝λBPPr(X|[x]R)＋λBNPr(¬X|[x]R)

where:Pr(X|[x]R)＋Pr(¬X|[x]R)＝１
根据贝叶斯决策准则,每个对象等价类都需要选择期望

损失最小的行动集作为最佳行动方案,于是可以得到如下３
条决策规则:１)如果 TP ≤TN 和TP ≤TB 同时成立,则x∈

Pos;２)如果TB≤TP 和TB≤TN 同时成立,则x∈Bnd;３)如

果TN ≤TP 和TN ≤TB 同时成立,则x∈Neg.

假设损失函数满足:λNP ≥λBP ≥λPP ≥０,λPN ≥λBN ≥λNN ≥

０,将上述代价目标函数TP,TN ,TB 的公式分别代入上述３
条决策规则,则由３条决策规则可直接推导出:当 Pr(X|
[x]R)≥α时,x∈Pos;当β＜Pr(X|[x]R)＜α时,x∈Bnd;当

Pr(X|[x]R)≤β时,x∈Neg.其中:

α＝
λPN －λBN

(λPN －λBN )＋(λBP －λPP)

β＝
λBN －λNN

(λBN －λNN )＋(λNP －λBP)

上述决策粗糙理论虽然给出了一种基于代价损失函数的

三支阈值计算方法,但是其三支决策损失函数之间的关系必

须符合较严格的假设条件.同时,三支代价目标函数 TP,

TN ,TB 之间的逻辑关系及其与决策阈值之间的推理也尚无

文献展开深入探讨.

３　基于多代价目标函数求解的三支决策

三支决策理论本质上是通过一对阈值(α,β)对问题域进

行三支决策,决策结果将问题域划分为Pos域、Neg域和Bnd
域,并且其对应着不同的风险或利益[２２Ｇ２３].一个最佳的三支

决策必须使得３个域的风险最低或者利益最大化.

根据文献[２４],三支决策的整体期望目标可以表示为:

T(α,β)＝ ∑
[x]⊆Pos(α,􀅰)(X)

TP ×Pr([x])＋ ∑
[x]⊆Neg(􀅰,β)(X)

TN ×

Pr([x])＋ ∑
[x]⊆Bnd(α,β)(X)

TB×Pr([x])

其中,TP,TN ,TB 为３个决策域的代价目标函数.

因此,三支决策阈值求解模型可以表示为:argmin
(α,β)

T(α,

β),其语义是寻找到一对阈值(α,β)∈[０,１],使得T(α,β)的整

体代价最小.

由于Pr(X|[x])＋Pr(¬X|[x])＝１,因此３个相对独

立的代价目标函数TP,TN ,TB 可改写为以下形式:
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TP＝(λPP －λPN )Pr(X|[x]R)＋λPN

TN ＝(λNP －λNN )Pr(X|[x]R)＋λNN

TB＝(λBP －λBN )Pr(X|[x]R)＋λBN

可以观察到这３个域的代价目标函数的几何含义是以

Pr(X|[x]R)为变量,以相关损失函数组合为斜率和截距的线

性函数.

对三支分类的阈值α,β及退化为二支分类的阈值γ 的求

解,可以看作是上述３个代价目标线性函数之间直线交集的

横坐标Pr(X|[x]R)的取值.

显然,α,β的取值可以看作是线性函数TP 与TB 及TN

与TB 交点的Pr(X|[x]R)取值.而本文将目标函数TN 与

TP 间的交点的Pr(X|[x]R)取值定义为γ,其语义为三支决

策退化为二分类的阈值.因此,T(α,β)退化为二支决策时也

可以表示为T(γ,γ).

基于上述研究,本文给出了一种新型代价目标函数分析

的阈值求解方法.该方法的主要特点在于:从３个决策域的

代价目标线性函数TP,TN ,TB 的几何含义角度出发,提出了

一种比经典决策粗超集理论更加简洁和直观的三支决策阈值

的求解方法.而且上述求解方法的阈值语义及三支划分还可

以根据决策代价目标函数之间的实际关系进行灵活的确定,

这也是经典决策粗糙集理论中没有展开讨论的.

该方法对于各种复杂的决策代价关系,都能够提供更加

灵活的语义分析.而经典决策粗糙集理论的阈值计算则是基

于期望损失最小化思想进行直接推导而获得的,其３种决策

损失函数之间的关系必须符合较严格的假设条件,尚不具备

处理决策代价目标函数之间更加复杂的关系及决策的能力.

３．１　基于代价目标函数分析的阈值求解

求解如下以Pr(X|[x]R)为自变量的决策代价目标函数

TP 和TB 构成的代价目标函数方程组,并且假设满足 TP ＝

TB.

TP＝(λPP －λPN )􀅰Pr(X|[x]R)＋λPN

TB＝(λBP －λBN )􀅰Pr(X|[x]R)＋λBN
{
可解得:

Pr(X|[x]R)＝
λPN －λBN

(λPN －λBN )＋(λBP －λPP)

通过观察可以发现,求解TP ＝TB 获得的Pr(X|[x]R)

取值与经典决策粗糙集理论中指定的α的取值在形式上是一

致的,因此本文也将其记为α.根据线性函数 TP ＝TB 的几

何含义可以得到如下关于α取值与决策代价之间的关系的性

质.

性质１　 当λPP －λPN ＜λBP －λBN 时,可得:α≥Pr(X|
[x]R)≥０⇒TP≥TB,或α≤Pr(X|[x]R)≤１⇒TP≤TB.

证明:由于代价目标函数TP 可以看作是以Pr(X|[x]R)

为自变量,以λPP －λPN 为斜率的一元线性函数.代价目标函

数TB 也可以看作是以Pr(X|[x]R)为自变量,以λBP －λBN 为

斜率的一元线性函数,因此线性函数TP 和TB 之间的线性关

系如图１所示(图中横坐标是条件概率Pr(X|[x]R)的取值,

纵坐标是各类代价目标函数 T∗ 的取值,其中 ∗ ∈{B,P,

N}).

(a)λPP－λPN ＜λBP－λBN 时的关系 (b)λPP－λPN ＞λBP－λBN 时的关系

图１　代价目标函数TP 和TB 之间的关系

Fig．１　Relationshipbetweencostobjectivefunction

TPandTB

当Pr(X|[x]R)＝
λPN －λBN

(λPN －λBN )＋(λBP －λPP)时,TP ＝TB,

即Pr(X|[x]R)＝α时,两条代价线性函数相交.根据初等解

析几何原理,当代价目标函数TP 的斜率λPP －λPN 大于TB 的

斜率λBP －λBN ,且Pr(X|[x]R)＞α时,TP＞TB.当代价目标

函数TP 的斜率λPP －λPN 大于TB 的斜率λBP －λBN ,且Pr(X|
[x]R)＜α时,TP＜TB.故性质１成立.

性质２　 当λPP －λPN ＞λBP －λBN 时,可得:α≥Pr(X|
[x]R)≥０⇒TP≤TB,或α≤Pr(X|[x]R)≤１⇒TP≥TB.

证明:当λPP －λPN ＞λBP －λBN 时,TP 和TB 之间的关系如

图１(b)所示.其证明过程与性质１类似.

求解如下TN 和TB 构成的代价目标函数方程组,并且假

设这两个以Pr(X|[x]R)为自变量的线性函数满足TN ＝TB.

TN ＝(λNP －λNN )􀅰Pr(X|[x]R)＋λNN

TB＝(λBP －λBN )􀅰Pr(X|[x]R)＋λBN
{
可解得Pr(X|[x]R)＝

λBN －λNN

(λBN －λNN )＋(λNP －λBP).

通过观察可以发现,求解TN ＝TB 获得的Pr(X|[x]R)

的取值与决策粗糙集理论中指定的β取值在形式上是一致

的,因此本文也将其记为β.根据TN ＝TB 的几何含义,可以

得到如下性质.

性质３　当λNP －λNN ＞λBP －λBN 时,可得:β≥Pr(X|
[x]R)≥０⇒TB≥TN ,或β≤Pr(X|[x]R)≤１⇒TB≤TN .

证明:当λNP －λNN ＞λBP －λBN 时,TN 和TB 之间的关系

如图２(a)所示,其证明过程与性质１类似.

(a)λNP－λNN ＞λBP－λBN 时的关系 (b)λNP－λNN ＜λBP－λBN 时的关系

图２　代价目标函数TN 和TB 之间的关系

Fig．２　Relationshipbetweencostobjectivefunction

TNandTB

性质４　当λNP －λNN ＜λBP －λBN 时,可得:β≥Pr(X|
[x]R)⇒TB≤TN ,或β≤Pr(X|[x]R)≤１⇒TB≥TN .

证明:当λNP －λNN ＜λBP －λBN 时,TN ,TB 之间的关系如

图２(b)所示,其证明过程与性质１类似.

求解如下TP,TN 构成的代价目标函数方程组,并且假设

以Pr(X|[x]R)为自变量的决策代价目标函数满足TP＝TN .

TP＝(λPP －λPN )􀅰Pr(X|[x]R)＋λPN

TN ＝(λNP －λNN )􀅰Pr(X|[x]R)＋λNN
{
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可解得:

Pr(X|[x]R)＝
λPN －λNN

(λPN －λNN )＋(λNP －λPP)

本文将其记为γ.根据TN ＝TB 的几何含义,可以得到

如下性质.

性质５　当λPP －λPN ＜λNP －λNN 时,可得:γ≥Pr(X|
[x]R)≥０⇒TP≥TN ,或γ≤Pr(X|[x]R)≤１⇒TP≤TN .

证明:当λPP －λPN ＜λNP －λNN 时,TN ,TB 之间的关系如

图３(a)所示,其证明过程与性质１类似.

(a)λPP－λPN ＜λNP－λNN 时的关系 (b)λPP－λPN ＞λNP－λNN 时的关系

图３　代价目标函数TN 和TP 之间的关系图

Fig．３　RelationshipbetweencostobjectivefunctionTNandTP

性质６　当λPP －λPN ＞λNP －λNN 时,可得:γ≥Pr(X|
[x]R)≥０⇒TP≤TN ,或γ≤Pr(X|[x]R)≤１⇒TP≥TN .

证明:当λPP －λPN ＞λNP －λNN 时,TN ,TB 之间的关系如

图３(b)所示,其证明过程与性质１类似.

３．２　基于代价目标函数的三支决策推理

为了满足T(α,β)的整体代价目标最小,必须使得三支决

策后各个决策域的相应代价是最小的.本节就代价目标函数

之间存在的４种典型关系实例分别进行代价最优化讨论,这

４种代价目标函数相应的损失函数关系条件及阈值关系条件

如表１所列.

表１　代价目标函数之间的４种典型关系

Table１　Fourtypicalrelationshipsamongcostobjectivefunctions

关系 条件１ 条件２
１ λNP－λNN ＞λBP－λBN ＞λPP－λPN ０≤β＜γ＜α≤１
２ λNP－λNN ＜λBP－λBN ＜λPP－λPN １≥β＞γ＞α≥０
３ λNP－λNN ＞λBP－λBN ＞λPP－λPN １≥β＞γ＞α≥０
４ λNP－λNN ＜λBP－λBN ＜λPP－λPN ０≤β＜γ＜α≤１

这４种关系如下.

１)代价目标函数之间的关系满足λNP －λNN ＞λBP －λBN ＞

λPP －λPN ,且约定０≤β＜γ＜α≤１.其几何关系为代价目标函

数TN 的斜率大于代价目标函数TB 的斜率,同时,代价目标

函数TB 的斜率大于代价目标函数TP 的斜率.TN＝TP 交集

的代价纵坐标取值大于TB＝TP 及TN ＝TB 交集的代价纵坐

标取值.上述３个域的代价目标函数之间的关系如图４所示.

图４　TN,TP,TB 之间的关系１

Fig．４　RelationshiplamongTN,TP,TB

通过分析这３种代价目标函数与阈值之间的关系,可以

得到如下定理.

定理１　如果λNP －λNN ＞λBP －λBN ＞λPP －λPN ,且０≤

β＜γ＜α≤１,则该系统为三支决策,决策规则如下:

当Pr(X|[x]R)≥α时,采取接受决策动作P 代价最小;

当β＜Pr(X|[x]R)＜α时,采取延迟决策动作 B 代价

最小;

当Pr(X|[x]R)≤β时,采取拒绝决策动作 N 代价最小.

证明:根据性质１、性质３和性质６可知:

当Pr(X|[x]R)≥α,且TP ≤TB ≤TN 时,根据贝叶斯风

险最小化原理,应该采取接受决策动作P;

当β＜Pr(X|[x]R)＜α,且TB ≤TP,TB ≤TN 同时成立

时,根据贝叶斯风险最小化原理,应该采取延迟决策动作B;

当Pr(X|[x]R)≤β且TP ≥TB ≥TN 时,根据贝叶斯风

险最小化原理,应该采取拒绝决策动作 N.

因此定理１得证.

２)代价目标函数之间的关系满足λNP －λNN ＜λBP －λBN ＜

λPP －λPN 并且约定１≥β＞γ＞α≥０.其几何关系为代价目标

函数TP 的斜率大于代价目标函数TB 的斜率;同时,代价目

标函数TB 的斜率大于代价目标函数TN 的斜率.TN ＝TP

交集的代价纵坐标取值大于TB＝TP 及TN ＝TB 交集的代价

纵坐标取值.为满足整体代价目标最小,可以得到如下定理.

定理２　 当λNP －λNN ＜λBP －λBN ＜λPP －λPN ,且 １≥

β＞γ＞α≥０时,该系统为三支决策,决策规则如下:

当Pr(X|[x]R)≤α时,采取接受决策动作P的代价最小;

当β＞Pr(X|[x]R)＞α时,采取延迟决策动作B 的代价

最小;

当Pr(X|[x]R)≥β时,采取拒绝决策动作 N 的代价

最小.

证明:与定理１的证明过程类似.

３)代价目标函数之间的关系满足λNP －λNN ＞λBP －λBN ＞

λPP －λPN ,并且１≥β＞γ＞α≥０.其几何关系为代价目标函数

TN 的斜率大于代价目标函数TB 的斜率;同时,代价目标函

数TB 的斜率大于代价目标函数TP 的斜率.TN ＝TP 交集

的代价纵坐标取值小于TB＝TP 及TN ＝TB 交集的代价纵坐

标取值.显然,在这种关系下,由TN ＝TP 交集获得的二支决

策优于由TB＝TP 及TN ＝TB 交集获得的三支决策.因此此

关系为三支决策中的一种二支决策特例.上述３个域的代价

目标函数之间的关系如图５所示.这种情况下为了满足整体

代价目标最小,可以得到如下定理.

图５　TN,TP,TB 之间的关系２

Fig．５　Relationship２amongTN,TP,TB

定理３　 当λNP －λNN ＞λBP －λBN ＞λPP －λPN ,且 １≥

β＞γ＞α≥０时,该系统为二支决策,决策规则如下:

当Pr(X|[x]R)≥γ时,设定本决策规则为正域,其代价

最小.
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当Pr(X|[x]R)＜γ时,设定本决策规则为负域,其代价

最小.
证明:与定理１的证明过程类似.

４)代价目标函数之间的关系满足λNP －λNN ＜λBP －λBN ＜
λPP －λPN ,且０≤β＜γ＜α≤１.其几何关系为代价目标函数

TP 的斜率大于代价目标函数TB 的斜率;同时,代价目标函

数TB 的斜率大于代价目标函数的斜率.TN ＝TP 交集的代

价纵坐标取值小于TB＝TP 及TN ＝TB 交集的代价纵坐标取

值.显然,在这种关系下,由TN ＝TP 交集获得的二支决策优

于由TB＝TP 及TN ＝TB 交集获得的三支决策.因此,此关

系也为二支决策特例,为了满足整体代价目标最小,可以得到

如下定理.
定理４　 当λNP －λNN ＜λBP －λBN ＜λPP －λPN ,且 ０≤

β＜γ＜α≤１时,该系统为二支决策,其决策规则满足:
当Pr(X|[x]R)＜γ时,将本决策规则设定为正域,其代

价最小;

当Pr(X|[x]R)≥γ时,将本决策规则设定为负域,其代

价最小.
证明:与定理１的证明过程类似.
如表１所列,本节对决策粗糙集中代价目标函数的二类

代价取值情况λNP －λNN ＜λBP －λBN ＜λPP －λPN 和λNP －λNN ＞
λBP －λBN ＞λPP －λPN 及二类阈值分布情况１≥β＞γ＞α≥０和

０≤β＜γ＜α≤１分别进行了４种组合的分析和推理,并且得

到了最优三支决策的定理１、定理２,以及最优二支决策的定

理３、定理４.

４　基于代价目标函数推理的三支决策实例

通过一个简单的实例来说明上述基于三支决策代价目标

函数间逻辑关系的阈值求解方法.如表２所列,给定类别 X
归属的概率信息表[２４],其由１５个等价类组成.其中[x]i 表

示第i个等价类,Pr([x]i)表示样本属于[x]i 的概率,Pr(X|
[x]i)表示确定等价类[x]i 属于X 类别的条件概率.

表２　实例概率信息[２４]

Table２　Probabilisticinformationofinstance[２４]

[x]１ [x]２ [x]３ [x]４ [x]５ [x]６ [x]７ [x]８ [x]９ [x]１０ [x]１１ [x]１２ [x]１３ [x]１４ [x]１５
Pr([x]i) ０．０１７７ ０．１２８５ ０．０１３７ ０．１３５２ ０．０５８０ ０．００６９ ０．０４９８ ０．１０７０ ０．１１５５ ０．０７９２ ０．０９９８ ０．１２９９ ０．００８０ ０．０４４１ ０．００６７

Pr(X|[x]i) １．０ １．０ １．０ １．０ ０．９ ０．８ ０．８ ０．６ ０．５ ０．４ ０．４ ０．２ ０．１ ０．０ ０．０

　　表２中记录了以 X 为决策值的各个决策规则条件概率

的取值情况,根据¬X 与X 之间的互补性,可以推导出以¬X
为决策值的各个决策规则条件概率的取值情况,即Pr(¬X|
[x]i)＝１－Pr(X|[x]i).最后将T(α,β)作为阈值结果的评

价指标.
随机选取４组具有代表性的代价目标函数值,其设定如

表３所列.分别用代价模式１－代价模式４来表示不同的代

价目标函数组合.同时为了简化讨论,本实例约定决策阈值

的取值范围为０≤β＜０．５＜α≤１或者１≥β＞０．５＞α≥０.

表３　代价目标函数

Table３　Valuesofcostobjectivefunction

λPP λBP λNP λPN λBN λNN

代价模式１ ０．００ ０．２５ ２．００ ２．００ ０．２５ ０．００
代价模式２ １．００ ０．３０ ０．００ ０．００ ０．３０ １．００
代价模式３ ０．００ １．００ ２．００ ２．００ １．００ ０．００
代价模式４ １．００ ０．７０ ０．００ ０．００ ０．７０ １．００

本实例基于表２提供的Pr(X|[x]i)取值信息,通过３．１
节提出的代价目标函数方程组来求解三支决策阈值.再根据

３．２节提供的定理来求解不同代价目标函数取值模式下各个

三支决策阈值的语义及三支分类.其具体计算过程如下.

将代价模式１的各代价函数的取值代入代价目标函数方

程组进行计算,解得决策阈值α＝０．８７５,β＝０．１２５,γ＝０．５.

由于代价模式１满足定理１的代价关系条件,因此表２中满

足Pr(X|[x]i)≥０．８７５的对象为正域,满足Pr(X|[x]i)≤
０．１２５的对象为负域,满足０．１２５＜Pr(X|[x]i)＜０．８７５的对

象为延迟域.

对表２中的实验对象数据实施三支分类,得到三支决策

域的划分为:

Pos＝{[x]１,[x]２,[x]３,[x]４,[x]５}

Bnd＝{[x]６,[x]７,[x]８,[x]９,[x]１０,[x]１１,[x]１２}

Neg＝{[x]１３,[x]１４,[x]１５}

通过计算得到该划分的总期望代价目标函数T(α,β)的
值为０．１６０２３.

将代价模式２的各个阈值代入代价目标函数方程组进行

计算,解得决策阈值α＝０．３,β＝０．７,γ＝０．５.由于代价模式

２满足定理２的条件,因此表２中满足Pr(X|[x]i)≤０．３的

对象为正域,满足 Pr(X|[x]i)≥０．７的对象为负域,满足

０．３＜Pr(X|[x]i)＜０．７的对象为延迟域.

根据上述阈值对表２实施三支决策,其划分为:

Pos＝{[x]１２,[x]１３,[x]１４,[x]１５}

Bnd＝{[x]８,[x]９,[x]１０,[x]１１}

Neg＝{[x]１,[x]２,[x]３,[x]４,[x]５,[x]６,[x]７}

通过计算得到该划分的总期望代价目标函数T(α,β)的

值为０．１６４３７.

同理,可以求解出代价模式３的三支决策阈值α＝０．５,

β＝０．５,γ＝０．５.由于该模式满足定理３的代价关系条件,本
例是阈值为γ＝０．５的二支决策,根据上述阈值对表２中的实

验数据实施二支分类,其划分为:

Pos＝{[x]１,[x]２,[x]３,[x]４,[x]５,[x]６,[x]７,[x]８,

[x]９}

Neg＝{[x]１０,[x]１１,[x]１２,[x]１３,[x]１４,[x]１５}

Bnd＝{Ø}

通过计算得到该划分的总期望代价目标函数T(α,β)的
值为０．４３２１４.

同理,可以求解出代价模式４的三支决策阈值α＝０．７,

β＝０．３,γ＝０．５.该模式满足定理４的代价关系条件,本例是

阈值为γ＝０．５的二支决策,根据上述阈值对表２中的实验数

据实施二支分类,其划分为:

Pos＝{[x]１０,[x]１１,[x]１２,[x]１３,[x]１４,[x]１５}
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Neg＝{[x]１,[x]２,[x]３,[x]４,[x]５,[x]６,[x]７,[x]８,
[x]９}

Bnd＝{Ø}

通过计算得到该划分的总期望代价目标函数T(α,β)的
值为０．２１６０７.

为了证明上述实例结果的有效性,分别求出上述４个实

例的所有三支决策阈值组合的T(α,β)值.该对比实验的目

的是为了验证本文提出的阈值求解方法是否可以得到代价最

优解.

本实例中共有１５个等价类,其样本分布如表２所列.结

合表３的４种代价模式取值可知:对于代价模式１和代价模

式３,决策阈值可能满足{(α,β)|α∈(１,０．９,０．８,０．６,０．５),

β∈(０．４,０．２,０．１,０)};对于代价模式２和代价模式４,决策

阈值可能满足{(α,β)|α∈(０．４,０．２,０．１,０),β∈(１,０．９,０．８,

０．６,０．５)}.可见决策阈值(α,β)有４×５种可能取值.分别

计算表３的４种代价模式的所有总体期望目标T(α,β)的取

值,其结果如图６的三维平面图所示.图６中各个三维曲面

图的３个轴分别表示正域决策阈值α、负域决策阈值β和总体

期望目标T.三维曲面通过不同颜色来表示总体期望目标的

大小,上平面为三维曲面在阈值平面的投影.

　　　 　　　(a)代价模式１的T(α,β)取值 (b)代价模式２的T(α,β)取值

　　　 　　　(c)代价模式３的T(α,β)取值 (d)代价模式４的T(α,β)取值

图６　４种代价模式的T(α,β)取值

Fig．６　T(α,β)valuesoffourcostpatterns

　　图６(a)为代价模式１的所有阈值的总体期望目标取值

分布图,从图中可知,当α＝０．９,β＝０．１时,整体代价目标最

小,值为０．１６０２３.图６(b)为代价模式２的所有阈值的总体

期望目标取值分布图,从图中可,知当α＝０．２,β＝０．８时,整
体代价目标最小,值为０．１６４３７.图６(c)为代价模式３的所

有阈值的总体期望目标取值分布图,从图中可知,当α＝０．４,

β＝０．５时,整体代价目标最小,值为０．４３２１４.图６(d)为代价

模式４的所有阈值的总体期望目标取值分布图,从图中可知,

当α＝０．５,β＝０．４时,整体代价目标最小,值为０．２１６０７.
结束语　本研究对经典决策粗糙集理论中三支决策代价

目标函数之间的各种复杂逻辑关系进行了讨论;构造了基于

代价目标函数间逻辑关系的阈值求解模型,并且拓展了各种

损失函数取值情况下的三支分类推导方法.而经典决策粗糙

集阈值求解可以看作是本文讨论三支决策的一种特例.通过

实例证明了上述研究提供了一种更加灵活的决策粗糙集三支

分类方法,是代价敏感三支决策的理论扩展.

在实际应用中可能遇到各种复杂的决策代价目标场景,
比如决策者本身具有更加复杂的风险偏好(如理财投资),甚
至有可能有非完全理性的感性偏好.这些不同应用场景中的

更加复杂的代价目标函数关系是本研究后续的重要工作.同

时将多粒度、多量化思想与本研究相结合也是代价敏感三支

决策的重要议题.
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前的方法进行了比较.结果显示,所提方法在确保各个 ECU
利用率大致均衡的情况下,减少了任务的最坏响应时间.
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