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摘　要　CPＧnets是一种简单且直观的图形化偏好表示工具,其表示、推理和学习是３个基本问题.不同于基于统计

学习理论的研究方法,文中基于逻辑理论来研究二值 CPＧnets的学习问题.首先,建立命题公式的可满足性和 CPＧ

nets表示的偏好公式之间的联系,将 CPＧnets的学习问题转化为命题的推理问题.随后,给出两类具有特殊结构的

CPＧnets的学习问题的计算复杂度,其中最复杂的无环 CPＧnets上的学习问题是 NPＧcomplete,而最简单的集合结构

CPＧnets上的学习问题是P.这些结论给出了 CPＧnets(如链结构、有界树宽)学习问题复杂度的上下界.
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Abstract　CPＧnets(ConditionalPreferencenetworks)areakindofsimpleandintuitivelygraphicaltoolforrepresenting
conditionalpreference,threefundamentalresearchquestionsofwhicharerepresentation,reasoningandlearning．DiffeＧ

rentlyfromtheresearchpointfromstatisticallearningtheory,thebinaryＧvaluedCPＧnetslearningissueswerestudied

basedonlogictheory．Firstly,anintimaterelationshipbetweensatisfiabilityofpropositionlogicformulaandpreference

assertionisgiven,therefore,thelearningproblemonCPＧnetsistransformedintothepropositionreasoning．IntheseＧ

condplace,thecomputationalcomplexityforlearningtwokindsofspecificCPＧnetsisgiven,thelearningproblemof

mostcomplicatedacyclicCPＧnetsisNPＧcomplete,whereasthelearningproblemofthesimplestsetＧstructuredCPＧnets

isP．Theseinterestingresultsestablishtheupperandlowerboundofcomplexityforlearningspecificstructured(e．g．,

listＧstructured,boundedtreeＧwidth)CPＧnets．

Keywords　BinaryＧvaluedconditionalpreferencenetworks,Reasoningandlearning,SatisfiabilityofpropositionalformuＧ

la,BoundedtreeＧwidthCPＧnets,Upperandlowerboundofcomplexity
　

１　引言

偏好出现在个体(单agent)和群体(多agent)决策的各种

场景中.例如,单个agent想要实现目标时,需要在各种可选

方案中选择一种最可行的方案;多agent系统进行群体决策

时,须将多个agent的不同方案聚合成一种集体方案,且尽最

大可能地满足每个个体的偏好[１].

Agent偏好主要通过图形语言来表示[２],CPＧnets(CondiＧ

tionalPreferencenetworks)[３Ｇ４]是其中一种流行的图形表示

工具.目前,CPＧnets的理论研究主要集中在偏好表示[５]、推

理[６]和学习[７]这３类问题上.

偏好学习研究如何学习和获取个体的偏好,其本质是通

过给定的样例集来进行序的学习.Koriche提出了利用等价

查询(EquivalenceQuery)和成员查询(MembershipQuery)来

获取agent条件偏好的CPＧnets模型.其中,等价查询是一种

被动学习方法;而成员查询是一种主动学习方法[８],它充分利

用有代表性的样本[９]来加速收敛到所求的 CPＧnets模型.

Lang以最简单的一类属性可分离的 CPＧnets为例,给出了

CPＧnets上的３类兼容学习———蕴含兼容(ImplicationComＧ

patible)、强兼容(StrongCompatible)和弱兼容(WeakComＧ

patible)[１０].Dimopoulos给出了一种能够预测未知偏好的学

习算法,该学习算法具有很强的理论假设,即必须在满足透明

蕴含的条件下才可蕴含学习[１１];但该文献既没有给出透明蕴

含满足的条件,也没有给出透明蕴含的实际意义,其唯一作用

在于降低学习的复杂度.

本文的特色和贡献如下:

１)从逻辑推理[１２]的角度来研究CPＧnets图模型的学习问

题,指出二值CPＧnets的蕴含学习问题本质上是一个逻辑推



理问题,从而建立 CPＧnets的学习问题和命题逻辑公式之间

的联系.

２)通过从命题逻辑中的３ＧSAT问题向无环CPＧnets的归

约,证明了最复杂的无环 CPＧnets的学习问题的复杂度为

NPＧcomplete(参见定理１).该复杂度确定了学习其他具有

特殊结构CPＧnets的复杂度上界.

３)通过从集合结构CPＧnets上的学习问题向命题逻辑中

的简单合取式的等价转化,证明了最简单的集合结构上的

CPＧnets的学习问题复杂度是P(参见定理 ３).该复杂度确

定了学习其他具有特殊结构的CPＧnets的复杂度下界.

本文利用逻辑推理的方法来研究两类具有特殊结构的

CPＧnets的学习问题,即求解无环 CPＧnets以及集合结构 CPＧ

nets上的蕴含学习的复杂度.第１节给出了偏好学习的相关

工作和存在的问题;第２节介绍了 CPＧnets的语法和语义;第

３节研究无环CPＧnets的学习问题;第４节研究集合结构 CPＧ

nets的学习问题;最后总结全文并给出未来的工作方向.

２　CPＧnets的基础知识

２．１　条件偏好网

定义１　 设V＝{X１,X２,􀆺,Xn}是决策属性集,Dom
(Xi)为 Xi 的有限定义域,决策空间Ω＝×n

i＝１Dom(Xi)表示

所有属性组合.若配置o,o′∈Ω 仅有一个属性值不同,而其

他属性值都相同,则称o和o′为可交换的配置.若对属性 Xi

的偏好依赖于Xj,则称Xj 是Xi 的一个父亲,用Pare(Xi)表

示Xi 的父亲集.CPT(Xi)为属性 Xi 的条件偏好表(CondiＧ

tionalPreferenceTable),表示Xi 在其父属性Pare(Xi)的不

同取值下agent对Dom(Xi)集合的一个排序.在Pare(Xi)

所有不同取值下,agent对Xi 取值的排序构成CPT(Xi).

定义２　CPＧnets是一个有向标记图 N＝(V,CE),其中

V 是顶点集,CE 为有向边集,每个顶点 Xi 都有CPT(Xi)与

其关联.

例１　下面给出最简单的集合结构 CPＧnets以及较复杂

的无环结构CPＧnets作为实例.

１)一个集合结构CPＧnetsN＝(V,CE)如图１所示,其中

V＝{A,B,C},CE＝Ø,Dom(A)＝{a１,a０},Dom(B)＝{b１,

b０},Dom(C)＝{c１,c０}.这３个顶点的条件偏好表标注在

图１中各个顶点的下方.

图１　３个顶点的集合结构CPＧnets

Fig．１　CPＧnetssetwiththreevertices

２)一个包含４个顶点的无环CPＧnetsN＝(V,CE)如图２
所示,其中V＝{A,B,C,D},CE＝{(A,C),(B,C),(C,D)},

Dom(A)＝{a,a
－},Dom(B)＝{b,b

－},Dom(C)＝{c,c
－},Dom

(D)＝{d,d
－}.每个顶点的条件偏好表标注在图２各个顶点

的旁边.

图２　４个顶点的无环CPＧnets

Fig．２　AcylicCPＧnetswithfourvertices

在CPＧnets的推理任务中,任意两个配置之间的占优查

询的复杂度为 PSPCAEＧcomplete[１３].但对于可交换配置而

言,有如下结论.

命题１　设 N＝(V,CE)是一个无环 CPＧnets,若配置o１

与o２ 是可交换的配置,则在 O(n)内可确定出o１≻o２ 或者

o２≻o１
[６].

２．２　CPＧnets的蕴含学习问题

定义３　设E 为成对比较(PairwiseComparisons)[１４]的

样例集,即E＝{(o１,o２)|o１,o２∈Ω∧o１≻o２};N为所有无环

CPＧnets集合,即 N＝{N|N＝(V,CE)为n个顶点的无环条

件偏好网}.若∃N∈N使得E⊆≻N ,即所给的样本偏好集

E是N 诱导的偏好集≻N 的子集,则称E 可蕴含学习(ImpliＧ
cationLearnability);E是否可蕴含学习的问题被记作ImLeaＧ
rning.其中,≻N 是CPＧnets导出图的传递闭包[５].

下面给出无环CPＧnets上ImLearning的计算复杂度的求

解过程.

３　无环CPＧnets的学习复杂度

由定义３可知,蕴含学习的本质是在所有无环 CPＧnets
中寻找一个 N,使其导出图的传递闭包≻N 是输入样本E 的

超集,即任何一个偏好断言被 N 所蕴含.遗憾的是,无环

CPＧnets的蕴含学习问题是困难的.

定理１　从样本集 E 中学习无环 CPＧnets是 NPＧcomＧ

plete.

若要证 明 一 个 问 题 是 NPＧcomplete,则 须 证 明 其 具 有

“Membership”和 “Hardness”特 性.定 理 １ 中 的 “MemberＧ

ship”特性是由３．３节中构造的可交换的样本集E[φ]以及命

题１来保障,因此下文的重点是确保定理 １中的“Hardness”

特性是成立的.定理证明的思路是通过构造法,将命题逻辑

中的３ＧSAT 上的可满足问题[１５]归约为无环 CPＧnets上的学

习问题.为此,首先利用给定的３ＧCNF公式φ构造 CPＧnets
的顶点集V、边集CE、条件偏好表CPT 以及样本集E.

３．１　CPＧnets顶点集和边集的构造

CPＧnets的顶点集V 的构造较简单,其一共包含３类顶

点:子句属性顶点和正负原子属性顶点.即在命题合取范式

φ＝C１∧C２∧􀆺∧Cm 中,每个子句Ci 对应 CPＧnets的一个属

性,称作CPＧnets的子句属性;而每个原子P 及其负原子P
－
各

对应CPＧnets的一个属性 XP 和XP－ ,分别称作 CPＧnets的正

原子属性和负原子属性.正原子属性和负原子属性统称为原

子属性,所有属性顶点记作V[φ].

构造CPＧnets边集CE的核心是确定每个属性的父亲集.

由于所构造的 CPＧnets有３类属性顶点,因此下面分别构造
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每类属性顶点的父亲集.

规则１　CPＧnets中每个属性 X∈V[φ]的父亲集 Pare
(X)的求解方式如下:

１)若X为子句属性,则Pare(XCi)＝{XP|P∈Ci}∪{XP－|

P
－
∈Ci},即子句属性的父亲为其包含的原子或负原子.

２)若X 为原子属性,则Pare(XP)＝Pare(X􀭺P)＝Ø,即正

负原子属性都无父亲.

例２　给定命题公式φ＝C１∧C２＝(P∨¬Q∨R)∧(Q∨

¬R∨¬S),则构造出的CPＧnets属性集中包含２个子句属性

XC１
和XC２

,３个原子属性 XP,XQ,XR 以及３个负原子属性

XQ－ ,XR－ ,XS－ ,这８个属性顶点构成命题公式φ所诱导的属性

集V[φ],即V[φ]＝{XC１
,XC２

,XP,XQ,XR,XQ－ ,XR－ ,XS－ }.

每个属性的父亲集的构造方式如下:

Pare(XC１
)＝{XP,XQ－ ,XR}

Pare(XC２
)＝{XQ,XR－ ,XS－ }

Pare(XP)＝Pare(XQ)＝Pare(XR)＝Ø

Pare(XQ－ )＝Pare(XR－ )＝Pare(XS－ )＝Ø
显然,以这种方式构造的父亲集无法形成环路,且每个属

性的父亲数目小于３,因此所构造的是无环图.２个子句属性

和６个原子属性构造的 CPＧnets的依赖结构如图３所示,它

是在所有原子属性集到所有子句属性集之间的一个有向二部

图,因此是一个有向无环图.

图３　从合取范式生成的无环CPＧnets结构

Fig．３　AcyclicstructureofCPＧnetsgeneratedfromCNF

由图３可知,子句属性的父亲集为不同的正负原子属性,

原子属性的父亲为空.

３．２　条件偏好表的构造

二值CPＧnets的每个属性只有两个取值,对于属性 X 来

说,Dom(X)＝{x１,x０},其中x１ 代表属性X 的第１个取值为

真,x０ 代表属性X的第２个取值为假.对上述方法所构造的

CPＧnets依赖图而言,可按如下方式构造属性X的CPT(X).

规则２　X∈V[φ]是根据规则 １生成的属性集,可按如

下方式构造属性X 的CPT(X):

１)当X 是子句属性顶点XCi时,若其所有的父亲取值为

假,即σ(Pare(X))＝０,则所构造的规则体为x０
Ci ≻x１

Ci;若其

中一个父亲取值为真,即σ(Pare(X))＝１,则所构造的规则体

为x１
Ci≻x０

Ci,其中σ()为赋值函数.

２)当X 是原子属性顶点XAj
时,则正原子属性 XAj

所构

造的规则体为x１
Aj ≻x０

Aj
,即真比假好;负原子属性XAj

所构造

的规则体为x０
Aj ≻x１

Aj
,即假比真好.

上述构造 CPT 的方法的一个基本思想是:利用３ＧSAT
中的m 个子句生成m 个样本断言(共m 个子句,一个子句对

应一个样本断言),并确保每个样本断言都能满足命题公式.

此处的关键思想是确保一个子句只生成一个样本,这是通过

在子句属性中其有一个父亲取值为真来保证的.因为每个子

句是文字的析取.

３．３　样本集E的构造

用C[φ]表示命题公式φ中的所有子句,E[Ci]表示子句

Ci 对应的一个成对比较,E[φ]表示公式φ中所有子句对应的

样本集,则:

E[φ]＝{x１
Cixj≻x０

Cixj|Ci∈C[φ]}
其中,xj∈Dom(V[φ]－{XCi

}).
在例２中,CNF中的子句C１ 对应的一个成对比较断言

E[C１]为x１
C１x１

C２x１
Px１

Qx１
Rx０

Q－x
０
R－x

０
S－ ≻x０

C１x１
C２x１

Px１
Qx１

Rx０
Q－x

０
R－x

０
S－ ;

子句C２ 对应的一个成对比较断言E[C２]为x１
C２
x０

C１
x１

Px１
Qx１

Rx
０
Q－

x０
R－x

１
S－ ≻x０

C２x０
C１x１

Px１
Qx１

Rx０
Q－x

０
R－x

１
S－ .

３．４　构造方法的正确性证明

本文利用 CNF公式φ来构造样本E 以及无环 CPＧnetsN.
由于样本集E和CPT都是偏好断言,因此正确性证明需要从

原先的 命 题 公 式 φ 推 导 出 所 有 的 样 本 集 E 和 CPT,即:

φ⇒E[φ],φ⇒CPT(X)X∈V[φ].
首先证明所构造的CPＧnetsN３(父亲个数为３)蕴含构造

出的样本集中的每个偏好断言,也蕴含 CPＧnets中的每个偏

好规则.然后,再证明CPＧnetsN３ 蕴含３ＧSAT公式.
不难看出,构造样本集E[φ]所消耗的时间是公式φ长度

的多项式函数,因此从φ到E[φ]的转换是多项式时间归约.
下面证明该归约可把３ＧSAT 正确地归约到ImLearning 问

题,也就是说,包含m 个子句的３ＧSAT公式φ是可满足的,当
且仅当 N３ 蕴含规模为m 的样本偏好断言E[φ].

证明:１)(“当”的证明)需要证明,在 CPＧnetsN３ 蕴含

E[φ]的前提下,φ是可满足的,即存在某种赋值σ,使得公式

中的所有子句Ci(i＝１,２,􀆺,m)都为真.首先,从样本集

E[φ]中取一个样本断言x１
Cix ≻x０

Cix,x∈Dom (V [φ]－
{XCi}),找出取值不同的属性为 XCi,然后在 N 中找到顶点

XCi,进而找到Pare(XCi),通过Pare(XCi)可得到XCi的３个

父亲顶点集{XAj|XAj ∈Pare(XCi)}.对于每一个原子属性

顶点XAj
而言,查找其条件偏好表CPT(XAj).若其中的规

则为x１
Aj≻x０

Aj,则命题变量Aj 的赋值为真;若规则为x０
Aj ≻

x１
Aj,则命题变量Aj 的赋值为假.该命题变量的取值保证了

子句Ci 为真,于是命题公式φ是可满足.

２)(“仅当”的证明):假定φ是可满足的,即存在某种赋值

σ,使得公式中的所有子句Ci(i＝１,２􀆺,m)为真.由于Ci 为

真,则其包含的３个原子变量必定有一个为真.若在所构造

的CPＧnets中找到子句属性 XCi 时,即可得到CPT(XCi),进
而从CPT(XCi)中可以查找到父亲属性有一个为真的行,然
后从该行的规则头和规则体诱导一个偏好断言,该偏好集合

显然蕴含E[Ci].

４　集合CPＧnets的学习复杂度

对于集合结构 CPＧnets的学习,首先将偏好断言等价转

换为命题公式中的简单合取式.

４．１　学习问题与简单合取式的关系

定义４　设E是样本集,e＝o１≻o２∈E是一个样本,则称

C(e)＝(∧xi∈o１－o２xi)∧(∧xj∈o１－o２xj)为样本e对应的简单合

取式;称C(E)＝∧e∈EC(e)＝(∧e∈E ∧xi∈o１－o２xi)∧(∧e∈E
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∧xj∈o１－o２xj)为样本集E 对应的简单合取式.其中,o１－o２

表示属性取值落在o１ 而不落在o２ 上的属性值集.

命题２　设 N 是集合结构的二值 CPＧnets,若o１,o２∈Ω,

则o１≻o２ 的充要条件是:

１)若对任意xi∈o１－o２,则CPT(Xi)＝{xi≻xi};

２)若对任意xj∈o１－o２,则CPT(Xj)＝{xj≻xj}.

证明:对于集合结构CPＧnets而言,任何两个属性之间都

没有依赖关系.

１)若|o１－o２|＝１,不妨令o１－o２＝xi,此时,o１≻o２ 等价

于o１(Xi)≻o２(Xi),其中o１(Xi)与o２(Xi)分别代表属性 Xi

在配置o１ 与o２ 上的投影.此时,若o１(Xi)＝xi,则o２(Xi)＝

xi,根据o１(Xi)≻o２(Xi),xi≻xi,若o１(Xj)＝xj,则o２(Xj)＝

xj,同样根据o１(Xj)≻o２(Xj),有xj≻xj.反之,若xi∈o１－

o２ 且Xi 的条件偏好表为xi≻xi,此时o１(Xi)＝xi,o２(Xi)＝

xi,由于o１ 与o２ 仅在Xi 取值不同且xi≻xi,因此根据 CeteＧ

risParibus语义[１６Ｇ１８]可知o１≻o２.

２)当o１ 和o２ 中取值不同的属性数目为m(m＞１)时,由
于任意属性之间都没有依赖关系,因此可将m 对属性串行分

解成m 个步骤,且每个步骤的分析与１)相同.

引理１　给定样本e＝o１≻o２(o１≠o２),≻N 是集合 CPＧ

nets模型 N 所诱导的偏序集[５],则o１≻No２⇐⇒C(e)为可满

足式.

证明:若o１≻No２,根据命题２知,若o１－o２ 非空且CPT

(Xi)为xi≻xi,则p∈o１－o２ 是正原子;若CPT(Xi)为xj≻
xj,则p∈o１－o２ 是负原子.若p＝xi∈o１－o２ 是正原子,则

令Xi 为真;若p＝xj∈o１－o２ 是负原子,则令Xj 为假.这样

的赋值使得C(e)＝∧p∈o１－o２p 成真,因此C(e)是可满足式.

反之,若e＝o１≻o２ 并且简单合取式C(e)＝∧p∈o１－o２p为可满

足式,则取C(e)的成真赋值σ.此时,若xi＝１,则构造的

CPT(Xi)为xi≻xi;若xi＝０,则构造的CPT(Xi)为xi≻xi.

根据命题２可知o１≻No２,即C(e)可满足保证了o１≻No２.

引理２　设 N 是集合结构的 CPＧnets,o１,o２∈Ω 且o１≠
o２,则在 O(n)内可判定o１≻No２或者o２≻No１.

证明:根据命题２,若想判断o１≻No２,则需要计算o１－
o２,而计算o１－o２ 的复杂度为 O(n).另外,判断xi∈o１－o２

或xi∈o１ －o２ 也需要 O(n)的复杂度,因此整个步骤需要

O(n)＋O(n)＝O(n).

定理２　若E 是样例集,则集合结构 CPＧnets可蕴含学

习的充要条件是,E所对应的简单合取式C(E)是可满足式.
证明:１)(必要性)由于E可蕴含学习,因此存在集合 CPＧ

netsN 蕴 含 所 有 样 例 (E⊆ ≻N ),即 对 任 意 样 本e 满 足

o１≻No２.根据引理１,C(e)为可满足式,于是E 对应的C(E)

也可满足(可满足式的合取仍然是可满足式).

２)(充分性)若E 所对应的简单合取式C(E)可满足,则

C(E)中不会出现两个相反的文字(因为两个相反的文字的合

取为假,如xi∧xi＝０与C(E)是可满足式矛盾),取C(E)的
一个成真赋值,根据该成真赋值构造 N 的条件偏好表.若成

真赋值中xi＝１,则构造的CPT(Xi)为xi≻xi;若xi＝０(即

xi＝１),则构造的CPT(Xi)为xi≻xi,此时可以构造出该 CPＧ

netsN.同样,在该成真赋值下,每个样本所对应的子句C
(e)也为真,根据引理１,(∀e)C(e)为真蕴含(∀e)o１≻No２,即

C(E)可满足保证了可以构造相应的 N,且蕴含样例集E,即

C(E)可满足保证了E可蕴含学习.

４．２　集合CPＧnets学习问题的复杂度

定理３　若E 是样例集,则对集合结构 CPＧnets进行蕴

含学习的时间复杂度为P.
证明:所有样本E所对应的简单合取式C(E)可在 O(|E|)

时间内构造完成.根据引理２,判断是否蕴含一个样本e∈E
的时间复杂度为 O(n),而现在整个样本集包含|E|个样本,

因此判断是否蕴含所有样本E的时间复杂度为 O(|E|∗n),
它表示学习问题的时间代价正比于样本集的大小|E|与属性

集V 的大小n的乘积.因此,蕴含学习的时间复杂度为多项

式复杂度,即对集合结构 CPＧnets进行蕴含学习的时间复杂

度为P.

结束语　本文从逻辑推理的角度研究了两类具有特殊结

构的 CPＧnets的学习问题,证明了无环 CPＧnets学习是 NPＧ
complete.本文所列的两类具有特殊结构的 CPＧnets是最简

单和最复杂的结构,因此本文的复杂度结论是其他 CPＧnets
学习问题的复杂度的上下界.

进一步的研究方向包括:１)研究具有星型结构 (称作

NaiveCPＧnets)、单链结构和有界树宽[１９]结构的CPＧnets学习

问题的复杂度;２)从图模型的角度来研究 CPＧnets的学习问

题.可以借鉴贝叶斯网络的学习方法[２０]来设计一个无环

CPＧnets上的精确学习算法,例如可以采用动态规划法从样本

集中构造一个无环 CPＧnets.
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　　文中的３种算法均需要秩r作为先验知识,而通常秩r
未知,因此未来将探索需要更少先验知识的快速算法.
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