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摘　要　文中提出了一种构造逼近误差有界的高质量相容性高阶网格的方法.给定两个定向的、拓扑同构的三角形网格和一

组稀疏的对应点,此方法包含两个步骤:(１)生成满足误差有界的相容性高阶网格;(２)在确保逼近误差总是有界的前提下,降低

网格的几何复杂度,并在该过程中通过优化控制顶点来降低相容性网格之间的扭曲以及与原始网格之间的几何近似误差.第

一步先生成满足误差有界的相容性线性网格,然后升阶为高阶网格.第二步通过迭代地执行基于边长的重新网格化和增加相

容性目标边长场,有效地降低了网格几何复杂度.从切空间的角度,推导出了３DBézier三角形之间映射的雅可比矩阵,从而可

以有效地优化扭曲能量.通过对扭曲能量和几何近似误差能量的优化,有效地降低了相容性网格之间的扭曲以及相容性网格与

原始网格之间的几何近似误差.通过大量实验,证明了此方法对于构造误差有界的高质量相容性高阶网格的有效性和实用性.

关键词:相容性网格;高阶网格;近似误差有界;Hausdorff距离;高质量网格;低网格复杂度
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ErrorＧboundedCompatibleHighＧorderRemeshing
ZHANG Wenxiang,GUOJiapengandFUXiaoming
SchoolofMathematicalSciences,UniversityofScienceandTechnologyofChina,Hefei２３００００,China

　

Abstract　ThispaperproposesamethodtoconstructhighＧqualityandcompatiblehighＧordersurfacemesheswithboundedapＧ

proximationerrors．Giventwoclosed,oriented,andtopologicallyequivalentsurfacesandasparsesetofcorrespondinglandmarks,

theproposedmethodcontainstwosteps:(１)generatecompatiblehighＧordermesheswithboundedapproximationerrorsand(２)reＧ

ducemeshcomplexitywhileensuringthatapproximationerrorsarealwaysbounded,andreducethedistortionbetweenthecomＧ

patiblemeshesandapproximationerrorswiththeoriginalmeshesbyoptimizingthecontrolvertices．Thefirststepistogenerate

compatiblelinearmesheswithboundedapproximationerrors,andthenupgradethemtohighＧordermeshes．Inthesecondstep,the

meshcomplexityiseffectivelyreducedbyiterativelyperforminganedgeＧbasedremeshingandincreasingthecompatibletarget

edgelengths．TheJacobianmatrixofthemappingbetween３DBéziertrianglesisderivedfromtangentspace,sothatthedistortion

energycanbeeffectivelyoptimized．Byoptimizingthedistortionenergyandapproximationerrorsenergy,thedistortionbetween

compatiblemeshesandapproximationerrorsareeffectivelyreduced．TestsonvariouspairsofcomplexmodelsdemonstratetheefＧ

ficacyandpracticabilityofourmethodforconstructinghighＧqualitycompatiblehighＧordermesheswithboundedapproximation

errors．

Keywords　Compatiblemesh,HighＧordermesh,Boundedapproximationerrors,Hausdorffdistance,HighＧquality mesh,Low

meshcomplexity
　

１　引言

相容性网格指拥有相同拓扑连接关系的网格.在几何处

理和科学计算中,相容性网格有着广泛的应用场景,如信息传

递、同步模型编辑等.高阶网格由高阶元素组成,即网格的

点、线、面、体都是由多项式来表达.相较于线性网格,高阶网

格具有以下两个主要优点:(１)在给定几何近似误差的约束

下,有着更低的几何复杂度;(２)在给定几何复杂度的约束下,

有着更高的保真度以及优化自由度,从而能够得到更高的仿

真精度.

本文将相容性网格和高阶网格相结合,研究高质量的相

容性高阶网格的生成方法.给定两个具有稀疏对应点的３D
线性三角网格,希望生成满足以下性质的网格:(１)两个高阶

网格具有相同的拓扑连接关系;(２)两个高阶网格相应的三角

面片之间存在低扭曲映射;(３)两个高阶网格尽量接近正则网

格;(４)每个高阶网格与其相应的输入模型之间的近似误差是



有界的;(５)两个高阶网格的几何复杂度尽可能低,即网格面

片数尽量可能少.

现有相容性网格化方法生成的是线性网格[１],而非高阶

网格.在高阶网格生成方面,现有的方法都集中于单个２D
三角形网格[２]或单个３D四面体网格[３]的生成.生成相容性

高阶网格的一种很直观的想法是,利用 Yang等[１]的方法生

成满足误差有界的相容性线性网格,然后将其升阶为高阶网

格,来优化网格质量、映射扭曲和几何近似误差.然而,在优

化映射扭曲时存在以下困难:(１)如果直接计算两个高阶网格

之间的扭曲能量,会导致推导、计算和优化过程极为复杂,基

本不可行;(２)高阶三角形的物理空间和参数空间的维度是不

同的,这导致无法直接利用以前高阶网格的优化方法[４]去求

解雅可比矩阵.

本文提出了一种生成满足上述要求的相容性高阶网格的

方法.首先利用 Yang等[１]的方法生成满足误差有界的相容

性高阶网格.为了降低网格的几何复杂度,对得到的相容性

高阶网格基于边长进行重新网格化[５],并在该过程中通过优

化控制顶点来降低相容性网格之间的扭曲以及相容性网格与

原始网格之间的几何近似误差.为了解决优化映射扭曲时遇

到的两个困难,我们提出了如下策略.首先,采用公共区域的

策略,通过降低相应高阶三角形到公共区域的映射扭曲来降

低高阶三角形之间的映射扭曲;其次,利用切空间的内蕴性,

从切空间出发去求解雅可比矩阵,从而定义映射扭曲.

本文的主要贡献如下:

(１)本文方法是第一个将相容性网格和高阶网格结合起

来的方法,能够在满足误差有界条件的基础上,生成高质量、

低复杂度的相容性高阶网格的方法,如图１所示.

图１　相容性网格

Fig．１　Compatiblemeshes

(２)避免了高阶三角形网格之间的映射扭曲的复杂计算,

通过采用公共区域的策略来降低它们之间的映射扭曲,同时

利用切空间将高阶网格雅可比矩阵的推导由２D三角形网格

和３D四面体网格推广到了３D三角形网格.

大量实验证明,本文方法能够生成几何近似误差有界且

具有低网格复杂度以及低扭曲映射的相容性高阶网格.

２　相关工作

２．１　相容性网格生成

许多相容性网格化方法都是基于曲面间的双射[６]来生成

相容性网格.现有的一些方法通过计算输入模型与公共区域

(如球面[７]、简化三角网格[８]、平面区域[９]等)的曲面间双射,

从而得到相容性网格.这种方法通过两个步骤生成相容性

网格:(１)对公共区域进行重新网格化;(２)将重新网格化后的

公共区域通过曲面间的双射反映射回输入模型.公共区域的

重新网格化方法包括将两个网格进行叠加[１０]或直接进行正

则细分[１１].相容性网格还可以利用曲面间映射直接将一个

网格的拓扑连接关系映射到另一个网格上[１２].为了提高网

格质量,可以加入后优化步骤,比如顶点平滑、伪边翻转细分、

基于体积增强的扭曲最小化[１３]、基于目标边长的重新网格

化[１].我们在 Yang等[１]的基于目标边长的重新网格化方法

的基础上,对高阶网格控制顶点进行了优化,以降低相容性网

格之间的扭曲以及与相容性网格原始网格之间的几何近似

误差.

２．２　高阶网格生成

高阶网格生成技术的现状可参见文献[１４].与线性网格

相比,相容性网格对建模、渲染和模拟更具吸引力,因为它们

需要较少的面片数来表示弯曲的几何形状.目前高阶网格生

成的方法主要有两大类:(１)直接方法,显示插值目标曲面的

几个点或在曲面边界上投影高阶节点[１５].(２)基于变形的方

法,将输入的线性网格变形为接近曲面边界的高阶网格,这种

方法关注于不同能量函数的设计,包括线性弹性能量[１６]、非
线性超弹性能量[１７]、热弹性能量[１８]和最优 Delaunay三角剖

分[４].

２．３　高阶几何优化

尽管线性有限元基在图形应用中被广泛使用,但是近年

来,高阶基函数由于具有更高的自由度,越来越受到人们的重

视.高阶基函数已经被证明有利于动画化可变形体[１９]以及

计算嵌入变形的位移[２０].高阶基函数也被用于无网格方法,

以提高精度和加快收敛速度[２１].工程分析中经常使用高阶

基函数[２２],因为其复杂度更低且能更快地减小几何离散化误

差[２３].高阶基函数也被用于增量潜在碰撞框架中,从而能够

以更高的效率求解具有复杂几何形状的弹性动力学问题的增

量潜在碰撞模型[２４].

３　算法概述

３．１　问题定义与方法论

３．１．１　输入

输入包括两个定向的、拓扑同构的三角网格P,Q 和一组

稀疏的对应点S＝{(pi,qi)}⊂P×Q.

３．１．２　目标

生成两个新的网格Pc
r和Qc

r,且要求这两个网格满足下述

条件.
(１)高阶网格条件:Pc

r和Qc
r表示由n阶Bézier三角形构成

的３D中的n阶Bézier三角形网格.

(２)相容性条件:Pc
r和Qc

r具有相同的拓扑连接关系.

(３)低扭曲条件:Pc
r和Qc

r相应的 Bézier三角面片之间存

在一个低扭曲映射.
(４)规则性网格条件:Pc

r和Qc
r都是相当规则的网格.

(５)误差有界条件:Pc
r和P、Qc

r和Q 之间的几何近似误差

均是有界的,即dH (Pc
r,P)≤ p,dH (Qc

r,Q)≤ q,其中dH (􀅰,

􀅰)是用来度量几何近似误差的双向 Hausdorff距离,p和 q

是用户给定的误差界.

８０２ ComputerScience 计算机科学 Vol．５１,No．１,Jan．２０２４



(６)低复杂度条件:Pc
r和Qc

r包含尽可能少的 Bézier三角

面片个数.

３．１．３　挑战

由于上述条件之间存在相互制约的关系,因此很难生成

同时满足上述要求的相容性高阶网格.其中最大的挑战在

于,低复杂度往往会导致较差的网格质量、高扭曲映射和高几

何近似误差.因此,如何在降低网格复杂度的同时,优化网格

质量、映射扭曲和近似误差,从而使生成的相容性网格同时满

足低扭曲、规则性网格、误差有界和低复杂度条件成为了亟需

解决的问题.

３．１．４　方法论

采用解耦的思想,通过先放松一些条件,求解一个满足其

他条件的新问题,从而得到一个中间结果;然后将中间结果

作为输入,在较小的优化空间中寻找能够满足所有条件的

最终结果.由于上述条件中的误差有界条件是硬约束,因

此在求解过程中一直保持满足误差有界条件,选择放松其

他条件.

３．１．５　算法流程

根据上述解耦思想,本文方法包括以下两个步骤:

步骤１　放松低扭曲条件、规则性网格条件、低复杂度条

件,生成满足误差有界的初始相容性高阶网格.

步骤２　在降低高阶网格的几何复杂度的同时,优化网

格质量、映射扭曲和几何近似误差,并保证不违反其他条件.

图２给出了本文算法的主要流程.

图２　本文算法流程(电子版为彩图)

Fig．２　Workflowoftheproposedalgorithm

３．２　初始化相容性高阶网格

为了生成满足误差有界的相容性线性网格,Yang等[１]采

用了两步法策略.(１)采用公共区域的策略生成初始的相容

性线性网格.为了提高r所生成网格的映射质量,Yang等首

先优化割缝位置,之后构建目标边长来指导相容性网格的重

新网格化过程.通过自适应地调整目标边长,相容性网格被

迭代细分,直到满足误差有界的约束.(２)交替进行一种新的

基于边长的相容性网格的重新网格化,并通过增加目标边长

来降低相容性网格的复杂度,同时确保相容性、规则性和误差

有界条件.

为了确保算法简单且有效,直接采用 Yang等[１]的方法,

生成初始的满足误差有界的相容性线性网格(记为Pl
r和Ql

r),

然后采用升阶的思想来提升网格的阶数,从而将生成的相容

性线性网格升阶为相容性高阶网格(记为Pc
r和Qc

r).

３．３　优化相容性高阶网格

优化相容性高阶网格的主要目标是在降低网格复杂度的

同时,优化网格质量、映射扭曲和几何近似误差,并保证不违

反其他条件.然而低复杂度的网格往往可能违反误差有界约

束.为了保证不违 反 误 差 有 界 约 束,本 文 采 用 了 和 Yang
等[１]方法相似的策略.

(１)通过增加目标边长来降低网格复杂度.

(２)每次迭代过程中,通过采样显示检测是否满足误差有

界约束.

３．３．１　交替简化

采用一种与曲率相关的方法,计算每个输入网格的目标

边长场[５](P 的目标边长场记为Fp,Q 的目标边长场记为Fq)

来指导基于边长的重新网格化.Fp在顶点vi的计算式如下:

Fp(vi)＝ ６ p/κi－３ ２p

其中,κi＝{|κmax
i |,|κmin

i |},κmax
i 和κmin

i 分别为vi处的最大和最小

主曲率.对于三角形上任意一点的目标边长场,可以通过重

心坐标插值得到.同理可得到Fq.

我们用角度来度量网格的规则性.对于每一个输出的高

阶网格,计算由它的拐角控制顶点形成的直边三角形网格的

平均最小角(Pc
r的平均最小角记为θp,Qc

r的平均最小角记为

θq),平均最小角定义为所有面的最小角的平均.交替简化算

法如下:

(１)对Pc
r和Qc

r,计算初始化相容目标边长场F１
c,并将迭代

步数设置为k＝１.
(２)在不违反误差有界条件的前提下,执行基于边长的重

新网格化技术.
(３)当θp(θq)＜θmin或者网格复杂度不再降低时,终止算

法;否则,令k＝k＋１,Fk
c＝ρ×Fk－１

c ,返回第(２)步.

其中,θmin＝min{４５°,θ０
p ,θ０

q },θ０
p和θ０

q分别是输入模型

P 和Q 的平均最小角;ρ＞１是一个放大目标边长场的参数,

和文献[１]一样,ρ＝１．２.

３．３．２　计算F１
c

由于Pl
r和Ql

r是简化过的相容性线性网格,因此,它们的

目标边长场相对于Fp和Fq已经放大了ρl倍,故先将Fp和Fq放

大ρl倍,即

Fp＝ρl×Fp,Fq＝ρl×Fq

对于Pc
r和Qc

r上的对应点x 和y,初始化相容目标边长场的计

算式如下:

F１
c(x)＝F１

c(y)＝min{Fp(Λp(x)),Fq(Λq(x))}

其中,Λp(􀅰)和Λq(􀅰)分别表示到P 和Q 的最近点投影.

９０２张文祥,等:逼近误差有界的相容性高阶网格生成



３．３．３　基于边长的重新网格化

本文基于边长的重新网格化算法和 Yang等[１]的方法类

似,都是由边细分、边折叠、边翻转和顶点重定位４种局部操

作所构成,如果执行局部操作后不满足误差有界条件,则执行

回退操作.然而,本文方法与他们的方法主要有以下两点

不同.

(１)边长的计算.给定Pc
r和Qc

r上的一对对应边(ep,eq),

ep∈Pc
r,eq∈Qc

r.由于高阶网格的边为曲边,因此ep和eq的边

长l(ep)和l(eq)、相容性目标边长Fk
c(ep)和Fk

c(eq)的计算式

如下:

l(ep)＝∫ep

‖Φp′‖dt,l(eq)＝∫ep

‖Φq′‖dt

Fk
c(ep)＝Fk

c(eq)＝min(∫ep

Lp(x)dx,∫ep

Lq(x)dx)

ì

î

í

ïï

ïï

其中,Φp和Φq分别为Pc
r和Qc

r的 Bézier表达式,Lp和Lq分别为

根据最近点投影求得的Pc
r和Qc

r上点的目标边长场.

(２)顶点的优化.除了边细分的局部操作外,本文方法在

每次执行完局部操作后,都要根据能量局部优化高阶网格的控

制顶点的位置,从而优化网格质量、映射扭曲和几何近似误差.

３．４　网格的几何优化

假设要优化的Pc
r上的Bézier三角面片的集合为Bp,对应

的Qc
r上的Bézier三角面片的集合为Bq,优化目标是提升网格

规则性、降低映射扭曲和几何近似误差.为了降低映射扭曲,

我们采用公共区域的策略,即降低对应 Bézier三角面片到同

一公共区域的映射扭曲,进而降低对应 Bézier三角面片之间

的映射扭曲.以单个Bézier三角面片为例,设Tp和Tq分别为

Pc
r和Qc

r上对应的 Bézier三角面片.通过以下复合能量优化

Bézier三角面片的控制顶点的位置:

minE(Tp)＝Eiso(Tp)＋λEerror(Tp)

minE(Tq)＝Eiso(Tq)＋λEerror(Tq){
其中,Eiso是Tp (Tq)到 公 共 区 域 的 映 射 扭 曲 能 量,Eerror是

Tp(Tq)到P(Q)的几何近似误差.为了提升网格规则性,选

择正三角形作为公共区域.

３．４．１　扭曲能量

重心坐标允许用顶点的值来表示单纯形内部的值.对于

三角形内部的点x－,重心坐标u(x－)＝(u０,u１,u２)满足uj≥０,∑

uj＝１;n阶重心指数i＝(i０,i１,i２)指满足ij≥０和|i|＝∑ij＝

n的非负整数向量.每个这样的指数均对应于一个Bernstein
多项式,定义如下:

Bn
i(u)＝ n!

i０!i１!i２!u
i０
０ui１

１ui２
２

对于参数三角形(本文选取的是正三角形)内的任意一点

x－,物理空间中的n阶Bézier三角形通过如下公式定义.

x＝ϕ(x－)＝ ∑
|i|＝n

　ciBn
i(u(x－))

其中,C＝{ci∈R３|i∈N３,|i|＝n}为给定的一组控制顶点.

为了计算参数三角形到 Bézier三角形的映射扭曲,需要

计算映射的雅可比矩阵.以往的方法[４]都是ϕ(x－)直接对x－求

导,即J(x－)＝Ñφ(x－),这是因为在它们的求解问题中,参数空

间与物理空间的维度是相同的.然而,这对于３D 的 Bézier

三角形网格却不适用,虽然参数空间和物理空间的维度看似

都是３维,但参数空间的实际维度却是２维,原因是u０＋u１＋

u２＝１⇒u２＝１－u０－u１.

为了计算映射的雅可比矩阵,我们从切空间的角度出发.

参数三角形内任意一点x－ 都可以表示为:

x－(u０,u１)＝u０v０＋u１v１＋(１－u０－u１)v２

其中,v０,v１,v２∈R２.因此,有

dx＝(v０－v２ v１－v２)(du０ du１)T

对于n阶Bézier三角形

ϕ(u０,u１)＝ ∑
|i|＝n

ci
n!

i０!i１!i２!u
i０
０ui１

１ (１－u０－u１)i２

有

dϕ＝ ∂ϕ
∂u０

∂ϕ
∂u１( )(du０ du１)T

其中

∂ϕ
∂uk

＝ ∑
|i|＝n

ci
∂Bn

i(u)
∂uk

＝ ∑
|i|＝n

nci(Bn－１
i－[k](u)－Bn－１

i－[２](u))

其中,[k]表示重心指数的第k个元素为１,其余为０(例如,

[０]＝[１,０,０]).

因此,n阶Bézier三角形在重心坐标u处的切平面的向

量基为∂ϕ
∂u０ local

和 ∂ϕ
∂u１ local

.∂ϕ
∂u０ local

和 ∂ϕ
∂u１ local

为 ∂ϕ
∂u０

和 ∂ϕ
∂u１

的局部坐标.由于参数三角形的切平面对应的向量基恒为v０

－v２和v１－v２,因此,映射在重心坐标u处的雅可比矩阵为

J(u)＝ ∂ϕ
∂u０ local

∂ϕ
∂u１ local( )(v０－v２ v１－v２)－１

本文采用对称 Dirichlet能量作为扭曲能量,即

Eiso(T)＝∫T
‖J(x)‖２

F＋‖J－１(x)‖２
Fdx

３．４．２　几何近似误差能量

通过在Tp(Tq)上采样来度量Tp(Tq)到输入网格P(Q)

的几何近似误差,因此几何近似误差能量可由以下公式表示:

Eerror(Tp)＝ １
|Sp|

∑
xp∈Sp

‖xp－Λp(xp)‖２

Eerror(Tq)＝ １
|Sq|

∑
xp∈Sp

‖xq－Λq(xq)‖２

其中,Sp(Sq)为在Tp(Tq)上的采样点,|Sp|(|Sq|)为采样点

数目.

３．４．３　能量优化

由于扭曲能量是 Bézier映射的雅可比矩阵的函数的积

分,我们无法得到它的解析形式,因此,只能通过数值积分的

方法[２５]去求解,即

Eiso(T)＝∑
j
ωjEiso(xj)

其中,Eiso(xj)＝‖J(xj)‖２
F ＋‖J－１(xj)‖２

F,xj为积分采样

点,ωj为相应的权重.

在数值优化算法[２６]中,梯度下降法和线搜索是比较常用

且理论完善的算法.为了确保算法简单且有效,本文采用梯

度下降法和线搜索来优化Bézier三角网格控制顶点的位置.

以E(Tp)为例计算梯度.

∂E(Tp)
∂ci

＝∂Eiso(Tp)
∂ci

＋λ∂Eerror(Tp)
∂ci

由于Bézier映射关于控制顶点是线性的,Eerror(Tp)是
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简单的二次项能量,因此易到

∂Eerror(Tp)
∂ci

＝ ２
|Sp|

∑
xp∈Sp

‖xp－Λp(xp)‖xp

∂ci

＝ ２
|Sp|

∑
xp∈Sp

‖xp－Λp(xp)‖Bn
i(up)

其中,up为xp对应的重心坐标.

通过各向同性扭曲能量的解析特征系统[２７],可以很方便

地解析求解 出∂Eiso(Tp)
∂ci

.当 想 要 利 用 解 析 特 征 系 统 求 解

∂２Eiso(Tp)
∂２ci

时,我们发现∂ϕ
∂u０ local

和∂ϕ
∂u１ local

关于控制顶点是非

线性的,这导致解析特征系统不再可用,从而导致∂２Eiso(Tp)
∂２ci

的求解异常繁琐,这也是本文不使用解析特征系统所提供的

二阶优化方法,而使用简单的梯度下降法的原因.

４　实验

我们在各种模型上测试了本文的逼近误差有界的高质量

相容性高阶网格化算法,以评估其性能.本文算法是用C＋＋
实现的,所有的实验都是在一台配备３．０GHzIntelCorei７Ｇ

９７００CPU和１６GB内存的台式机上执行的.

４．１　质量度量标准

我们用最终相容性高阶网格的三角面片数(表示为Fr)来

表示网格的复杂度.Pc
r和P(或Qc

r和Q)之间的 Hausdorff距

离dH (Pc
r,P)(或dH (Qc

r,Q))是用线性网格近似Pc
r(或Qc

r)后,

用 Metro[２８]测量的.Pc
r(或Qc

r)的网格规则性则用它的拐角

控制顶点形成的直边三角形网格的平均最小角θp(或θq)来衡

量.为了衡量最终的相容性高阶网格之间映射的质量,我们

使用了Fu等[２９]提出的等距扭曲的度量.对于一组对应的三

角形fp和fq之间的映射的等距扭曲定义为δf ＝max{σmax,

１/σmin},其中σmax和σmin分别为雅可比矩阵的最大和最小奇异

值.将所有三角形上等距扭曲的平均值记为δ.

表１列出了本文所展示模型的质量度量和所用时间,其

中Fp,＃Fq分别表示P,Q 的面片数,＃S表示给定的对应点

的数目,θmin
ave＝minθp,θq.

４．２　方法评估

４．２．１　同一输入模型的不同三角化

在图３中,将同一模型的３种不同三角化作为输入,最终

生成的相容性高阶网格有着相似的复杂度和扭曲,这证明了

本文算法对不规则输入的鲁棒性.

(a)输入 (b)相容性高阶网格 (c)映射

图３　不同三角化

Fig．３　Differenttriangulation

４．２．２　不同的逼近误差界

双 向 Hausdorff距 离 误 差 界 可 以 表 示 为 p ＝δHdp
bb

(q＝δHdq
bb),dp

bb和dq
bb分别为输入三角网格 P 和 Q 的对角

线长度.图４给出了３种不同的逼近误差界δH 所对应的

最终结果.随着δH 的逐渐增大,得到的相容性高阶网格的几

何复杂度逐渐降低,但对输入模型的逼近程度逐渐变差.除

此之外,一些模型的几何特征可能会由于δH 过大而出现逼近

质量很差的问题.在实验中,默认δH ＝０．３％.

(a)输入 (b)δH ＝０．２,＃Fr＝３３５２ (c)δH ＝０．３,＃Fr＝３１０８ (d)δH ＝１．２,＃Fr＝２５１６

图４　不同的逼近误差界

Fig．４　Differentapproximationerrors

４．２．３　不同的Bézier阶数

图５给出了利用本文方法生成的不同Bézier阶数的高

阶网格.实验发现,在相同的逼近误差有界的前提下,随

着网格阶数 的 增 大,得 到 的 相 容 性 高 阶 网 格 的 复 杂 度 和

映射扭曲会有所降低,但 时 间 成 本 却 会 大 幅 增 加 (见

表１),原因是网格控制 顶 点 的 数 目 和 阶 数 的 平 方 线 性 相

关,进而导致计算和优化时间大幅提升.在实验中,默认

Bézier阶数n＝３.
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(a)输入 (b)n＝３,＃Fr＝３０２４,δ＝１．２５ (c)n＝３,＃Fr＝２９６２,δ＝１．２４

图５　不同的Bézier阶数

Fig．５　DifferentBézierorders

表１　实验数据

Table１　Experimentaldata

模型 ＃Fp/＃Fq/＃S ＃Fr δ θmin
ave/(°) 时间/s dp

H/d
q
H/％

图１ ９４３３６/１２６６４６/１５ ３９８８ １．６７ ４２．０９ ８６４．２７ ０．２６/０．２１
图２ １８８６８/１８９５４/１７ ３３１８ １．２８ ４５．８５ ５８２．０３ ０．２８/０．２４

图３(第一行) ４５９０８/２３１９２/１１ ２９９０ １．３１ ４２．８６ ５３０．２９ ０．２７/０．２８
图３(第二行) ２３３４８/２５９９２/１１ ３４６０ １．３０ ４４．２１ ６２０．０２ ０．２９/０．２７
图３(第三行) ２５９９６/４６８８８/１１ ３８５４ １．３０ ４２．８４ ６５３．５２ ０．２６/０．２８

图４(b) ２４５４０/１９９９４/１９ ３５５２ １．４１ ４３．０４ ６４５．９６ ０．１９/０．１９
图４(c) ２４５４０/１９９９４/１９ ３１０８ １．４１ ４３．８９ ６０５．９３ ０．２７/０．２８
图４(d) ２４５４０/１９９９４/１９ ２５１６ １．４２ ４３．９２ ４９９．３７ １．０９/１．０９
图５(b) １８９９４/１８９９２/１６ ３０２４ １．２５ ４６．６４ ５９２．９５ ０．２３/０．２１
图５(c) １８９９４/１８９９２/１６ ２９６２ １．２４ ４６．０４ １８０１．１４ ０．１８/０．２１
图６ ３１４８８/２５５９８/１６ ５５９８ ４．２２ ３８．０７ １０８４．９９ ０．２９/０．２７

图７猫头鹰Ｇ兔子 ２５５０４/１１８１０/６ ２９８２ １．８１ ４１．９５ ５３７．２８ ０．２７/０．２８
图７史莱克Ｇ上校 ３３２７２/３２４９８/１０ ３８２８ １．８９ ４１．２９ １４５７．４１ ０．２９/０．２４
图７狐狸Ｇ猎豹 ２８１２４/２４４９０/１９ ２５９６ １．３７ ４５．２８ ４８７．８１ ０．２４/０．２７

图８蚂蚁 ５１６８４/１８９９６/２４ ２９９８ １．１９ ４８．１６ ５４９．２３ ０．２１/０．２２
图８鸟 ３６３３６/１８９９２/１２ ３００６ １．１６ ４３．０６ ５５０．０１ ０．２７/０．２３
图８马 １８９８２/１８９９６/１６ ２８４４ １．２２ ４６．４３ ５１５．９５ ０．３０/０．２６
图８狗 １８８８４/１８８６６/１５ ２９００ １．３６ ４５．３３ ５２４．９７ ０．２７/０．２７

图９海豚 ３９６８２/１５１４２/９ ２５７２ １．１５ ４６．５０ ７３６．７９ ０．２２/０．２２
图９青蛙 ２４３８６/２４６３８/２７ ２４６８ １．１９ ４５．５８ ４４０．５９ ０．３０/０．２７

４．２．４　高度差异性模型

为了验证方法的鲁棒性,我们在图６中测试了两个高度

差异性模型.由于两个输入模型之间存在较大的差异,因此,

最终的相容性高阶网格之间的映射存在较大的扭曲.尽管如

此,本文方法仍能生成低复杂度的、相当规则的误差有界的相

容性高阶网格.

图６　高度差异性模型

Fig．６　Highdifferencemodels

４．２．５　数据集

我们在 Yang等[１]提供的由１０８对模型组成的数据集

(包括同类模型对和非同类模型对)上对本文方法进行测试.

实验证明,本文方法都能成功地生成误差有界的高质量相容

性高阶网格.图７给出了数据集中的３对非同类模型的结

果,图８给出了数据集中的４对同类模型的结果.

图７　部分非同类模型的结果

Fig．７　Resultsofsomedifferentmodels
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图８　部分同类模型的结果

Fig．８　Resultsofsomesimilarmodels

４．２．６　时间

以图２中的模型为例,在不考虑 Yang等[１]的算法所占

时间的情况下,本文算法用时为５８２．０３s,其中控制顶点的优

化占比大约为５３．６５％.

４．２．７　与 Yang等[１]方法的比较

图９给出了本文算法与 Yang等[１]算法的比较.可以发

现,在相同误差界下,本文算法和 Yang等[１]的算法有着相似

的扭曲,但是本文算法的复杂度更低.这是因为高阶网格具

有更高的自由度,并且本文算法在每次执行完局部操作后都

会根据能量优化控制顶点的位置.

图９　与 Yang等[１]方法的比较

Fig．９　ComparisonwithYangetal’s[１]method

　　结束语　本文提出了构造逼近误差有界的高质量相容性

高阶网格的方法,该方法包含两个步骤:(１)生成满足误差有

界的相容性高阶网格;(２)在确保逼近误差总是有界的前提

下,降低网格的几何复杂度,并在该过程中通过优化控制顶点

来降低相容性网格之间的扭曲以及与原始网格之间的几何近

似误差.这样不仅可以在误差有界的前提下生成具有低复杂

度的较为规则的相容性高阶网格,而且还能保证相容性网格

之间具有较低扭曲的映射.我们在一个由１０８对模型组成的

数据集(包括同类模型对和非同类模型对)上对本文方法进行

了测试,验证了其可行性.

首先,在实验中,生成的最终高阶网格表面局部会出现凹

凸变化比较明显的情况,我们猜测这是由于在优化控制顶点

时没有加入光滑性约束.未来,可以考虑在本文算法对控制

顶点位置的优化中加入G１约束,甚至C１约束,使得生成的

高阶网格更加光滑.但是约束的增加会导致优化空间缩

小,因此在光滑性、逼近程度、扭曲大小中找到一个平衡点

是未来工 作 的 重 点.其 次,Hausdorff距 离 的 显 式 计 算 以

及控制顶点 位 置 的 优 化,导 致 了 本 文 算 法 的 计 算 成 本 过

高.因此,对 Hausdorff距离计算和能量优化的加速也是

未来的工作方向.
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